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INEQUALITIES 1 
 

1.1 INTERVALS 

A subset of the real line is called an interval if it contains at least two numbers and contains all the 

real numbers lying between any two of its elements.  

Geometrically, intervals correspond to rays and line segments on the real line, along with the real 

line itself. Intervals of numbers corresponding to line segments are: 

1. Finite intervals. 

2. Infinite intervals. 

A finite interval can be classified into: 

1. Closed: if it contains both of its endpoints. 

2. Half‐open: if it contains one endpoint but not the other. 

3. Open: if it contains neither endpoint. 

The  endpoints  are  also  called  boundary  points;  they  make  up  the  interval's  boundary.  The 

remaining points of the  interval are  interior points and together comprise the  interval's  interior. 

Infinite intervals are closed if they contain a finite endpoint, and open otherwise. 

  Types of Intervals 
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1.2 INEQUALITIES 

The process of finding the  interval or  intervals of numbers that satisfy an  inequality  in ݔ  is called 
solving the inequality 

For example, the solution of the following simple equation 

ݔ5 െ 3 ൌ 2 
Is 

ݔ ൌ 1 
But the solution of the following inequality 

ݔ5 െ 3 ൑ 2 
Is 

ݔ ൑ 1 
Or in a set notation 

		ሼݔ: ݔ ൑ 1ሽ 
Or in interval notation 

ሺെ∞, 1ሿ 
The  following graphs  illustrate  the difference between solution of  the equation 5ݔ െ 3 ൌ 2 and 
the solution of the inequality 5ݔ െ 3 ൑ 2 
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Rules for Inequalities 

 
 

EXAMPLES 

 

Example 1.1  

Solve the inequality 

ݔ2 െ 1 ൏ ݔ ൅ 3 

Solution 

ݔ2 െ ݔ ൏ 3 ൅ 1 ⇒ ݔ ൏  .ݏ݊ܣ			4

The solution can be written into the following notations: 

Interval notation :    ሺെ∞, 4ሻ 

Set notation:      ሼݔ: ݔ ൏ 4ሽ 

Real line notation:       

 

Example 1.2  

Solve the inequality 

െ
ݔ
3
൏ ݔ2 ൅ 1 

Solution 

െݔ ൏ ݔ6 ൅ 3 ⇒ െ7ݔ ൏ 3 

ݔ7 ൐ െ3 ⇒ ݔ ൐ െ
3
7
		,						൬െ

3
7
,∞൰  .ݏ݊ܣ			

 

 

 ݔ
4 
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Or by using the real line as follows: 

ݔ ൅
3
7
൐ 0 

To find the root  

൬ݔ ൅
3
7
൰ ൌ 0	 ⇒ ݔ			 ൌ െ

3
7
																 

 

 

 

 

 

 

Then the solution is  

൬െ
3
7
,∞൰  .ݏ݊ܣ			

 

Example 1.3  

Solve the inequality 

ݔ ൅ 1
ݔ െ 2

൐ 0 

Solution 

ݔ ൅ 1 ൌ 0		 ⟹ ݔ ൌ െ1 
ݔ െ 2 ൌ 0	 ⟹ ݔ ൌ 2 

 
 
 
 
 
 
 

.ݏ݊ܣ ሺെ∞	, െ2ሻ ∪ ሺ2	,∞ሻ 
 

Example 1.4  

Solve the inequality 

ݔ െ 1
ݔ ൅ 2

	൑ 	
1
ݔ
 

ሺݔ ൅ 3/7ሻ 
െ3/7 

െ	െ	െ	െ െ െ െ െ ൅ ൅ ൅ ൅ ൅ ൅ ൅ ൅ 
Negative Solution                Positive Solution  

ሺݔ ൅ 3/7ሻ ൏ 0 ሺݔ ൅ 3/7ሻ ൐ 0

ሺݔ ൅ 3/7ሻ ൌ 0

-1 2

൅൅൅൅൅൅ 0 െ െ െെെെ0 ൅ ൅ ൅൅൅൅ 
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Solution 

ݔ െ 1
ݔ ൅ 2

െ
1
ݔ
൑ 0				 ⇒ 			

ݔሺݔ െ 1ሻ െ ሺݔ ൅ 2ሻ
ݔሺݔ ൅ 2ሻ

൑ 0				 ⇒ 			
ଶݔ െ ݔ2 െ 2
ݔሺݔ ൅ 2ሻ

൑ 0	 

Find the roots for the numerator 

ଶݔ െ ݔ2 െ 2 ൌ 0 

To find the roots of the above “Quadratic Equation” use the following general formula 

૛࢞࡭																	݂ܫ ൅ ࢞࡮ ൅ ࡯ ൌ ૙																									݄݊݁ݐ																࢞ ൌ
െ࡮ ∓ ૛࡮√ െ ૝࡯࡭

૛࡭
 

Then 

ݔ ൌ
2 ∓ ඥ2ଶ െ 4ሺ1ሻሺെ2ሻ

2
ൌ
2 ∓ √12

2
ൌ
2 ∓ √4ൈ3

2
ൌ
2 ∓ 2√3

2
ൌ 1 ∓ √3 ൌ 

Or ൫ݔ െ 1 െ √3൯൫ݔ െ 1 ൅ √3൯ ൌ 0 

Find the roots for the denominator 

ݔ ൌ 0	ሺDenominator ് 0, ݅. ݁. , ݔ ് 0ሻ 

ݔ ൌ െ2	ሺDenominator ് 0, ݅. ݁. , ݔ ് െ2ሻ 

 

 
 
 

.ݏ݊ܣ ሺെ2	,1 െ √3	ሿ 	∪ ሺ0	, 1 ൅ √3	ሿ 
 

 

Example 1.5  

Solve the inequality 

െ1 ൏
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൏ 1 

Solution 

One can rewrite the above inequality in terms of intersection notation as follows 

െ1 ൏
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

										∩ 											
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

	൏ 1 

Or 

ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൐ െ1										 ∩ 											
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

	൏ 1 

    							െ2		 1 െ √3 0 1 ൅ √3 

൅൅൅൅ 0 െ െ െ െ 0 ൅ ൅ ൅ ൅൅ 0 െ െ െ െെ 0 ൅ ൅ ൅ ൅ 
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ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൐ െ1																																																									 ∩ 																																																									
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൏ 1							 

ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൅ 1 ൐ 0																																																				 ∩ 																																																								
ଶݔ െ 1
ݔ ൅ 2

െ 1 ൏ 0					 

ଶݔ െ 1 ൅ ݔ ൅ 2
ݔ ൅ 2

൐ 0																																												 ∩ 																																																
ଶݔ െ 1 െ ݔ െ 2

ݔ ൅ 2
൏ 0	 

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 2

൐ 0																																																				 ∩ 																																																			
ଶݔ െ ݔ െ 3
ݔ ൅ 2

൏ 0	 

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1 ൌ ଶݔ																																																																																																									0 െ ݔ െ 3 ൌ 0		 

ݔ ൌ
െ1 ∓ √1 െ 4

2
ݔ																																																																																																		 ൌ

1 ∓ √1 െ 4ൈ3
2

								 

ൌ
െ1 ∓ ࢏3√

2
࢏				݁ݎ݄݁ݓ	 ൌ √െ1 																																																																												ൌ

1 ∓ √13
2

			 

Then the roots are complex                                                                            	ݔଵ ൌ െ1.3				ܽ݊݀				ݔଶ ൌ 2.3 

 (i.e., there is no real root)                                                                                 ݔ ൅ 2 ൌ 0	 ⇒ ݔ ൌ െ2	 

And ݔଶ ൅ ݔ ൅ 1 ൐ 0 for any value of ݔ 

ݔ ൅ 2 ൌ 0	 ⇒ ݔ ൌ െ2 

 

 
 
 
ݔ																									 ൐ 	െ2																																				 ∩ 																									 ሼሺെ∞	, െ2ሻ ∪ ሺെ1.3	, 2.3ሻሽ 
 
 
.ݏ݊ܣ ሺെ1.3	, 2.3ሻ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

െ2                                                                                            -2            -1.3               2.3   

									െ െ െ െ െ0 ൅ ൅ ൅ ൅												 െ െ െ 0 ൅ ൅ ൅ 0 െ െ െ െ0 ൅ ൅ ൅
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HOMEWORK 

Solve the following inequalities and show their solution sets on the real line. 

HW 1.1 

ݔ5 െ 3 ൑ 7 െ  ݔ3

HW 1.2 

ݔ2 െ
1
2
൒ ݔ7 ൅

7
6
 

HW1. 3 

6 െ ݔ
4

൏
3 െ 4
2

 

HW 1.4 

1
9
൏ ଶݔ ൏

1
4
 

HW 1.5 

െ1 ൏
1 ൅ ݔ
1 െ ݔ

൑ 1 

HW 1.6 

ݔ3 െ 1
ݔ

൑  ݔ2

HW 1.7 

ሺݔ ൅ 3ሻଶ ൏ 2 

HW 1.8 

ଶݔ െ ݔ െ 2 ൒ 0 

HW 1.9 

െ
ݔ ൅ 5
2

൑
12 ൅ ݔ3

4
 

HW 1.10 

െ1 ൏
ଶݔ െ 2
ݔ ൅ 1

൏ 2 
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1.3 ABSOLUTE VALUE 

The absolute value of a number ݔ, denoted by |ݔ| , is defined by the formula 

|ݔ| ൌ ቄ ݔ , ݔ ൒ 0
െݔ ݔ ൏ 0

 

Geometrically, the absolute value of ݔ  is the distance from ݔ to 0 on the real number  line. Since 

distances are always positive or 0, we see that |ݔ| ൒ 0 for every real number ݔ, and |ݔ| ൌ 0 if and 
only if ݔ ൌ 0. Also, 

ݔ| െ |ݕ ൌ 	ݕ	݀݊ܽ	ݔ	݊݁݁ݓݐܾ݁	݁ܿ݊ܽݐݏ݅݀	݄݁ݐ

on the real line 

 

 

 

 

Definition of the absolute value by using the square root 

|ݔ| ൌ ඥݔଶ 

Note: Remember that √ܽଶ ൌ ∓ܽ, if ܽ ൒ 0, then √ܽଶ ൌ ܽ. 

 

The absolute value has the following properties 

 
 

 

 

 ݕ ݔ

݁ܿ݊ܽݐݏ݅݀
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The  following statements are all consequences of the definition of absolute value and are often 

helpful when solving equations or inequalities involving absolute values 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EXAMPLES 

 

Example 2.1  

Solve the equation 

ݔ2| െ 3| ൌ 7 

Solution 

ݔ2 െ 3 ൌ ∓7			 ⇔ 			 |ݔ| ൌ ݔ		݄݊݁ݐ		ܽ ൌ ∓ܽ 

Either 2ݔ െ 3 ൌ ൅7			 ⇒ ݔ		 ൌ 5	    or      2ݔ െ 3 ൌ െ7			 ⇒ ݔ		 ൌ െ2 

Then the solutions are ݔ ൌ 5 and ݔ ൌ െ2				ݏ݊ܣ. 

 

|ݔ| ൏ ܽ 
ܽ െܽ 

|ݔ| ൐ ܽ 
ܽ െܽ 

|ݔ| ൑ ܽ 
ܽ െܽ 

|ݔ| ൒ ܽ 
ܽ െܽ 
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Example 2.2  

Solve the equation 

ଶݔ െ |ݔ|2 െ 3 ൌ 0 

Solution 

The solution will be 

ଶݔ െ ݔ2 െ 3 ൌ ݔ						ݎ݋݂						0 ൒ 0 

ଶݔ ൅ ݔ2 െ 3 ൌ ݔ						ݎ݋݂						0 ൏ 0 

Simplify the above equations, yields 

ሺݔ െ 3ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ݔ						ݎ݋݂				0 ൒ 0 

Either  ݔ ൌ 3 

Or		ݔ ൌ െ1 this solution should be ignored because ݔ ൒ 0 

 

ሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ ݔ						ݎ݋݂				0 ൏ 0 

Either  ݔ ൌ െ3 

Or		ݔ ൌ 1 this solution should be ignored because ݔ ൏ 0 

Then the solutions are ݔ ൌ 3 and ݔ ൌ െ3			ݏ݊ܣ. 

 

Example 2.3  

Solve the inequality 

ฬ5 െ
2
ݔ
ฬ ൏ 1 

Solution 

Use property 6, |ݔ| ൏ ܽ ⇔ െܽ ൏ ݔ ൏ ܽ 

െ1 ൏ 5 െ
2
ݔ
൏ 1					 ⇔ 						െ6 ൏ െ

2
ݔ
൏ െ4					 ⇔ 						െ3 ൏ െ

1
ݔ
൏ െ2 

3 ൐
1
ݔ
൐ 2					 ⇔ 					

1
3
൏ ݔ ൏

1
2
	 

Then the solution is  

൬
1
3
,
1
2
൰  .ݏ݊ܣ	
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െെെെെെെ െെെെെെെെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅ 3
ݔ െ 1

 
1 

െ1/2 1 

൅൅൅൅	൅ ൅ ൅െ െെ െെെെെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅  ݔ2 ൅ 1
ݔ െ 1

 

 Example 2.4 

Solve the inequality 

ݔ| ൅ 2|
ݔ| െ 1|

൏ 1 

Solution 

ฬ
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

ฬ ൏ 1 

 

െ1 ൏
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

൏ 1 

Or 

െ1 ൏
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

										∩ 											
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

	൏ 1 

	
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

	൏ 1																																									 ∩ 																																						
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

൐ െ1 

	
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

െ 1 ൏ 0																																								 ∩ 																																						
ݔ ൅ 2
ݔ െ 1

൅ 1 ൐ 0 

3
ݔ െ 1

൏ 0																																								 ∩ 																																						
ݔ2 ൅ 1
ݔ െ 1

൐ 0 

 

 

 

 

 

 

 

Then the solution is ሺെ∞, 1, ሻ ∩ ሼሺെ∞,െ1/2ሻ ∪ ሺ1,∞ሻሽ 

Or 

.ݏ݊ܣ ൬െ∞,െ
1
2
൰			 

 

 

 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQUEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 14 

 

െെെെെെെ	െ െ െെ െെെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅ ݔ െ 1 
1 

െ2				  

൅൅൅൅൅൅൅		െ െ െ െെ െെെെെെെെെെെെെെെ 
െ3
ݔ ൅ 2

 

െെെെെെെ	െ െ െെ െെെെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅ ݔ െ 1 
1 

െ2					 െ 1/2 

െെെെെെെ		൅ ൅ ൅ ൅൅ ൅൅ െെെെെെെെെെെെെ  െ2ݔ െ 1
ݔ ൅ 2

 

Example 2.5  

Solve the inequality 

ݔ| െ 1|

ݔ ൅ 2
൑ 1 

Solution 

ݔ| െ 1| ൌ ቊ
ݔ െ 1 ݔ				݄݊݁ݓ െ 1 ൒ 0 ⇒ ݔ ൒ 1

െሺݔ െ 1ሻ ݔ			݄݊݁ݓ െ 1 ൏ 0 ⇒ ݔ ൏ 1
 

 

ݔ| െ 1|

ݔ ൅ 2
െ 1 ൑ 0 

 

  ݔ				݄݊݁ݓ െ 1 ൒ 0 ⇒ ݔ ൒ ݔ			݄݊݁ݓ                                                      1 െ 1 ൏ 0 ⇒ ݔ ൏ 1 

൜൬
ݔ െ 1
ݔ ൅ 2

െ 1 ൑ 0൰ ∩ ሺݔ ൒ 1ሻൠ 																					∪ 																								 ൜൬
െሺݔ െ 1ሻ
ݔ ൅ 2

െ 1 ൑ 0൰ ∩ ሺݔ ൏ 1ሻൠ			 

൜൬
ݔ െ 1 െ ሺݔ ൅ 2ሻ

ݔ ൅ 2
൑ 0൰ ∩ ሺݔ ൒ 1ሻൠ 													∪ 																			 ቊቆ

െሺݔ െ 1ሻ െ ሺݔ ൅ 2ሻ
ݔ ൅ 2

൑ 0ቇ ∩ ሺݔ ൏ 1ሻቋ			 

൜൬
ݔ െ 1 െ ݔ െ 2

ݔ ൅ 2
൑ 0൰ ∩ ሺݔ ൒ 1ሻൠ 															∪ 																					 ൜൬

െݔ ൅ 1 െ ݔ െ 2
ݔ ൅ 2

൑ 0൰ ∩ ሺݔ ൏ 1ሻൠ			 

൜൬
െ3
ݔ ൅ 2

൑ 0൰ ∩ ሺݔ െ 1ሻ ൒ 0ൠ 																									∪ 																												 ൜൬
െ2ݔ െ 1
ݔ ൅ 2

൑ 0൰ ∩ ሺݔ െ 1ሻ ൏ 0ൠ			 

The solution will be 

																											ሾ1,∞ሻ 																																																∪ 																																								 ሺെ∞,െ2ሻ ∪ ሾെ1/2	,1ሻ			 

 

or ሾ1,∞ሻ ∪ ሼሺെ∞,െ2ሻ ∪ ሾെ1/2	,1ሻሽ ൌ ሺെ∞, 2ሻ ∪ ሾെ1/2	,∞ሻ		ݏ݊ܣ. 
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൅൅൅൅൅൅൅െ	െ െ െ െെ െെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅൅ ݔ ൅ 5
ݔ

 
െ5												 0 

െ5/3 0 

൅൅൅൅൅൅൅൅൅൅൅൅൅ െെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅൅  ݔ3 ൅ 5
ݔ

 

Example 2.6 

Solve the inequality 

ฬ
ݔ2 ൅ 5
ݔ

ฬ ൒ 1 

Solution 

																																			
ݔ2 ൅ 5
ݔ

൒ 1																									 ∪ 																											
ݔ2 ൅ 5
ݔ

൑ െ1			 

																														
ݔ2 ൅ 5
ݔ

െ 1 ൒ 0																						 ∪ 																												
ݔ2 ൅ 5
ݔ

൅ 1 ൑ 0			 

																														
ݔ2 ൅ 5 െ ݔ

ݔ
൒ 0																						 ∪ 																												

ݔ2 ൅ 5 ൅ ݔ
ݔ

൑ 0			 

																																		
ݔ ൅ 5
ݔ

൒ 0																												 ∪ 																														
ݔ3 ൅ 5
ݔ

൑ 0			 

The roots are 

ݔ																				 ൌ െ5, ݔ ് 0																									 ∪ ݔ																														 ൌ െ
5
3
, ݔ ് 0			 

 

 

 

 

 

 

 

The solution will be 

																				ሼሺെ∞,െ5ሿ ∪ ሺ0,∞ሻሽ 																								∪ 																														 ሾെ5/3, 0ሻ			 

or 

																				ሺെ∞,െ5ሿ ∪ ሾെ5/3, 0ሻ ∪ ሺ0,∞ሻ											ݏ݊ܣ.																																													 
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HOMEWORK 

Solve the following inequalities and show their solution sets on the real line. 

HW 2.1 

ฬ
ݔ3
5
െ 1ฬ ൐

2
5
 

HW 2.2 

ฬ
2
ݔ
െ 4ฬ ൏ 3 

HW 2.3 

2
ݔ| െ 1|

൐ 1 

HW 2.4 

ݔ| െ 2|
ݔ

൏ ݔ| ൅ 2| 

HW 2.5 

|2 ൅ |ݔ ൅ ݔ| ൅ 1| ൏ 16 

HW 2.6 

5
ݔ| െ |ଶݔ2

൐
1
ݔ
 

HW 2.7 

ฬ
ݔ ൅ 3
ݔ ൅ 1

ฬ ൏ ݔ|2 െ 2| 

HW 2.8 

ฬ
3

1 ൅ ݔ
െ

ݔ2
1 ൅ ݔ

ฬ ൑ 4 

HW 2.9 

ݔ2| ൅ 6|

ݔ െ 1
൐ 1 

HW 2.10 

ฬ
1

ଷݔ ൅ 3	
൅

1
|ݔ| ൅ 2

ฬ ൑
5
6
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FUNCTIONS 2 

2.1 FUNCTIONS AND THEIR GRAPHS 

Functions are the major objects we deal with  in calculus because they are key to describing the 

real world  in mathematical terms. This section reviews the  ideas of functions, their graphs, and 

ways of representing them. 

 

Functions; Domain and Range 

If the value of one variable ݕ is completely determined by the value of ݔ (that is, ݕ depends on the 
value of ݔ) we say that ݕ is a function of ݔ. Often the value of ݕ is given by a rule or formula that 

says how  to  calculate  it  from  the  variable ݔ.  For  instance,  the equation ܣ ൌ  ଶݎߨ is  a  rule  that 
calculates the area ܣ of a circle from its radius ݎ. 

A symbolic way to say ݕ is a function of ݔ is by writing 

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ								ሺݕ	ݏ݈ܽݑݍ݁	݂	݂݋	ݔሻ	

In this notation: 

 The symbol ݂ represents the function.  
 The letter ݔ, called the independent variable, represents the input value of ݂. 
 ݕ, the dependent variable, represents the corresponding output value of f at ݔ. 

 

Definition of a Function 

 

The set ܦ of all possible input values is called the domain of the function. The set of all values of 

݂ሺݔሻ as ݔ varies throughout ܦ is called the range of the function. The range may not include every 

element in the set ܻ. 

 

 

 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQUEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 27 

 

A  function  can also be pictured as an arrow diagram. Each arrow associates an element of  the 

domain ܦ to a unique or single element in the set ܻ.  

 

 

For real‐valued domains and ranges, the following points should be satisfied: 

1. We cannot divide by zero. The denominator cannot be zero. 

2. Any value under the square root cannot be negative. 

 

EXAMPLES 

 

Example 2.1  

Verify the domains and ranges of the following functions 

 

Solution 

Example 2.1a  

ݕ ൌ  ଶݔ

The domain is ܦ௙ ൌ ሺെ∞,∞ሻ 

One can substitute the domain into the function to find the range. Or on can find ݔ as a function of 
 :to find the range ݕ

ݔ ൌ ඥݕ												, ݕ ൒ 0  
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 cannot be negative ݕ ௙ܴ ൌ ሾ0,∞ሻ 

 

Example 2.1b  

ݕ ൌ
1
ݔ
 

ݔ ് 0 

Then the domain is ܦ௙ ൌ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ሺ0,∞ሻ 

ݔ ൌ
1
ݕ
 

ݕ ് 0 

Then the range is  ௙ܴ ൌ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ሺ0,∞ሻ 

 

Example 2.1c  

ݕ ൌ  ݔ√

ݔ ൒ 0 

Then the domain is ܦ௙ ൌ ሾ0,∞ሻ 

By substituting the domain into ݕ one can find the range 

The range is  ௙ܴ ൌ ሾ0,∞ሻ 

 

Example 2.1d  

ݕ ൌ √4 െ  ݔ

4 െ ݔ ൒ 0			 ⇒ ݔ			 ൑ 4			 ⇒ ݕ			 ൒ 0 

Then the domain is ܦ௙ ൌ ሺെ∞, 4ሿ 

By substituting the domain into ݕ one can find the range 

The range is  ௙ܴ ൌ ሾ0,∞ሻ 

Or 

ଶݕ ൌ 4 െ 				ݔ ⇒ ݔ			 ൌ 4 െ ݕ				ݐݑܾ				ଶݕ ൒ 0	 

Then  ௙ܴ ൌ ሺെ∞,∞ሻ ∩ ሾ0,∞ሻ ൌ ሾ0,∞ሻ 
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Example 2.1e 

ݕ ൌ ඥ1 െ  ଶݔ

1 െ ଶݔ ൒ 0			 ⇒ 			 ଶݔ ൑ 1			 ⇒ 		ඥݔଶ ൑ √1 			⇒ 			 |ݔ| ൑ 1			 ⇒ 	െ1 ൑ ݔ ൑ 1 

The domain is ܦ௙ ൌ ሾെ1,1ሿ 

From the above function 

ݕ ൒ 0				ሺݕ݈݈ܽݎ݁݊݁ܩሻ 

But 

ଶݕ ൌ 1 െ ଶݔ 			⇒ 			 ଶݔ ൌ 1 െ ଶݕ 				⇒ 					ඥݔଶ ൌ ඥ1 െ  				ଶݕ

1 െ ଶݕ ൒ 0 ⇒	െ1 ൑ ݕ ൑ 1 

Then  ௙ܴ ൌ ሼݕ ൒ 0ሽ ∩ ሼെ1 ൑ ݕ ൑ 1ሽ ൌ ሾ0,1ሿ 

 

Example 2.2  

Find the domain and range of the function 

ݕ ൌ
1

ݔ െ 2
 

Solution 

ݔ െ 2 ് 0				 ⇒ ݔ					 ് 2 

The domain is ܦ௙ ൌ ሺെ∞, 2ሻ ∪ ሺ2,∞ሻ 

From the above function 

െ∞ ൏ ݕ ൏ ∞				ሺݕ݈݈ܽݎ݁݊݁ܩሻ 

But 

ݔ െ 2 ൌ
1
ݕ
			⇒ ݔ					 ൌ

1
ݕ
൅ 2	 

ݕ ് 0 

The range is  ௙ܴ ൌ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ሺ0,∞ሻ 
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Example 2.3  

Find the domain and range of the function 

ݕ ൌ ට√ݔ െ 1 

Solution 

ݔ√ െ 1 ൒ 0			 ⇒ 			 ݔ√ ൒ 1			 ⇒ ݔ			 ൒ 1					 

The domain is ܦ௙ ൌ ሾ1,∞ሻ 

From the above function 

ݕ ൒ 0				ሺݕ݈݈ܽݎ݁݊݁ܩሻ 

But 

ଶݕ ൌ ݔ√ െ 1			 ⇒ 			 ݔ√ ൌ ଶݕ ൅ 1					 ⇒ ݔ					 ൌ ሺݕଶ ൅ 1ሻଶ							 

െ∞ ൏ ݕ ൏ ∞ 

Then  ௙ܴ ൌ ሼݕ ൒ 0ሽ ∩ ሼെ∞ ൏ ݕ ൏ ∞ሽ ൌ ሾ0,∞ሻ 

 

Example 2.4  

Find the domain and range of the function 

ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ 1 

Solution 

ଶݕ ൌ 1 െ ଶݔ 			⇒ 			ඥݕଶ ൌ ඥ1 െ 	ଶݔ 				⇒ ݕ					 ൌ േඥ1 െ  		ଶݔ

1 െ ଶݔ ൒ 0			 ⇒ 				െ1 ൑ ݔ ൑ 1 

The domain is ܦ௙ ൌ ሾെ1,1ሿ 

ଶݔ ൌ 1 െ ଶݕ 			⇒ 			ඥݔଶ ൌ ඥ1 െ 	ଶݕ 				⇒ ݔ					 ൌ േඥ1 െ  		ଶݕ

1 െ ଶݕ ൒ 0			 ⇒ 				െ1 ൑ ݕ ൑ 1 

The range is  ௙ܴ ൌ ሾെ1,1ሿ 
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൅൅൅൅൅൅൅െ െെെെെെെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅൅ ሺݔ െ 3ሻሺݔ ൅ 1ሻ
െ1				 3 

Example 2.5  

Find the domain and range of the function 

ݕ ൌ ඥݔଶ െ ݔ2 െ 3 

Solution 

ଶݔ െ ݔ2 െ 3 ൒ 0			 ⇒ 				 ሺݔ െ 3ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൒ 0 

 

 

 

The domain is ܦ௙ ൌ ሺെ∞,െ1ሿ ∪ ሾ3,∞ሻ 

From the above function 

ݕ ൒ 0				ሺݕ݈݈ܽݎ݁݊݁ܩሻ 

But 

ଶݕ ൌ ଶݔ െ ݔ2 െ 3			 ⇒ 			 ଶݔ െ ݔ2 െ ሺ3 ൅ ଶሻݕ ൌ 0 

ݔ ൌ
2 േ ඥ4 ൅ 4ሺ3 ൅ ଶሻݕ

2
ൌ 1 േ ඥ4 ൅  ଶݕ

4 ൅ ଶݕ ൒ 4			ݎ݋				0 ൅ ଶݕ ് െ݁ݒ 

െ∞ ൏ ݕ ൏ ∞ 

Then  ௙ܴ ൌ ሼݕ ൒ 0ሽ ∩ ሼെ∞ ൏ ݕ ൏ ∞ሽ ൌ ሾ0,∞ሻ 

 

Example 2.6 

Find the domain and range of the function 

ݕ ൌ
ଶݔ ൅ 1
ଶݔ െ 1

 

Solution 

ଶݔ െ 1 ് 0			 ⇒ ݔ		 ് േ1 

The domain is ܦ௙ ൌ Թ ∖ ሼെ1,1ሽ 

Where Թ ൌ ሺെ∞,∞ሻ, the set of real numbers 
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൅൅൅൅൅൅൅െ	െ െ െ െെ െെെെെെ ൅൅൅൅൅൅൅൅ ሺݕ െ 1ሻ

ݕ ൅ 1
 

െ1									 1 

 

ଶݔሺݕ െ 1ሻ ൌ ଶݔ ൅ 1			 ⇒ ଶݔݕ			 െ ݕ െ ଶݔ െ 1 ൌ 0 

ݕଶሺݔ െ 1ሻ ൌ ݕ ൅ 1			 ⇒ 			 ଶݔ ൌ
ݕ െ 1
ݕ ൅ 1	

			⇒ ݔ			 ൌ ඨ
ݕ െ 1
ݕ ൅ 1	

 

ݕ െ 1
ݕ ൅ 1	

൒ 0 

 

 

 

 

The range is  ௙ܴ ൌ ሺെ∞,െ1ሿ ∪ ሾ1,∞ሻ 

 

 

HOMEWORK 

Find the domains and ranges of following functions 

HW 2.1 

ଶݔ െ ଶݕ ൌ 1 

HW 2.2 

ݕ ൌ ݔ√ െ ݔ√ െ 3 

HW 2. 3 

ඥݕ ൅ 5ൈ√ݔ െ 3 ൌ 4 

HW 2. 4 

ݔ√ ൅ 5 െ ඥݕ െ 3 ൌ 4 

HW 2. 5 

ݕ ൌ యݔ√ ൅
1

ݔ√ െ 1
 

HW 2. 6 

ݕ ൌ ඨ
ݔ െ 3
4 െ ଶݔ
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2.2 IDENTIFYING FUNCTIONS AND MATHEMATICAL MODELS 

One can classify the ordinary functions into the followings: 

1. Algebraic Functions. These functions can be subdivided into the following functions: 

a. Linear Functions. 

b. Nonlinear  Functions.  This  family  of  functions  includes;  Power  Functions, 

Polynomials and Rational Functions.  

2. Transcendental Functions. These functions are not algebraic they include: 

a. Trigonometric Functions. 

b. Exponential Functions. 

c. Logarithmic Functions. 

 

Algebraic Functions 

An  algebraic  function  is  a  function  constructed  from  polynomials  using  algebraic  operations 

(addition, subtraction, multiplication, division, and taking roots). 

 

Linear Functions  

A function of the form 

	݂ሺݔሻ ൌ ݔ	݉ ൅ 	ܾ,	

for constants ݉ and ܾ, is called a linear function.  
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Power Functions  

A function 

݂ሺݔሻ ൌ  ௔ݔ

where ܽ is a constant, is called a power function. There are several important cases to consider. 

a. ܽ ൌ ݊, a positive integer. 

The  graphs  of  ݂ሺݔሻ ൌ  ,௡ݔ for  ݊ ൌ 1, 2, 3, 4, 5,  are  displayed  in  figure  shown.  These 
functions  are  defined  for  all  real  values  of   Notice .ݔ that  as  the  power  gets  larger,  the 
curves tend to flatten toward the ݔ െaxis on the interval ሺ	1, 1ሻ , and also rise more steeply 

for |ݔ| ൐ 1. Each curve passes through the point ሺ1, 1ሻ and through the origin. 
 

 
 

b. ܽ ൌ െ1			ݎ݋			ܽ ൌ െ2 

The  graphs of  the  functions ݂	ሺݔሻ ൌ ଵିݔ ൌ  ݔ/1 and ݃ሺݔሻ ൌ 		 ଶିݔ ൌ  ଶݔ/1	 are  shown  in 
the  figure. Both  functions are defined  for all ݔ	 ് 0  (you  can never divide by  zero). The 
graph of ݕ ൌ ݕݔ is the hyperbola ݔ/1 ൌ 	1 which approaches the coordinate axes far from 

the origin. The graph of ݕ ൌ  .ଶ also approaches the coordinate axesݔ/1
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a. ܽ ൌ ଵ

ଶ
, ଵ
ଷ
, ଷ
ଶ
	ܽ݊݀	 ଶ

ଷ
 

The  functions  ݂ሺݔሻ ൌ ଵ/ଶݔ ൌ  ݔ√	 and ݃ሺݔሻ ൌ ଵ/ଷݔ ൌ యݔ√
  are  the  square  root  and  cube 

root functions, respectively. The domain of the square root function is ሾ0,∞ሻ, but the cube 
root function is defined for all real ݔ. Their graphs are displayed in the following figures. 

 

 

Polynomials 

A function ݌ is a polynomial if 

ሻݔሺ݌ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽଵݔ ൅ ܽ௢ 

where ݊ is a nonnegative integer and the numbers ܽ௢	, ܽଵ, ܽଶ, …	, ܽ௡ are real constants (called the 
coefficients of the polynomial). All polynomials have domain ሺെ∞,∞ሻ.  If the  leading coefficient 
ܽ௡ 	് 0 and ݊ ൐ 0, then ݊ is called the degree of the polynomial. 

Polynomials of degree 1, ݌ሺݔሻ ൌ ܽଵݔ ൅ ܽ௢, are called Linear functions. 

Polynomials of degree 2, ݌ሺݔሻ ൌ ଶݔܽ ൅ ݔܾ	 ൅ ܿ, are called Quadratic functions.  

Polynomials of degree 3, ݌ሺݔሻ ൌ ଷݔܽ	 ൅ ଶݔܾ ൅ ݔ݁	 ൅ 	݀, are called Cubic functions.  

The figure below shows the graphs of three polynomials. 
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Graph of three Polynomial Functions 

 

Rational Functions  

A rational function is a quotient or ratio of two polynomials: 

݂ሺݔሻ ൌ
ܲሺݔሻ
ሻݔሺݍ

	

where ݌ and ݍ are polynomials. The domain of a rational function is the set of all real ݔ for which 
ሻݔሺݍ ് 0. For example, the function 

݂ሺݔሻ ൌ 	
ଶݔ2 െ 3
ݔ7 ൅ 4

	

is  a  rational  function with domainሼݔ: ݔ ് 4/7ሽ.  The  graph of  these  type  types of  functions  are 
shown below 
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Also, the following figure shows general algebraic functions  

 

 

 

Transcendental Functions 

These are functions that are not algebraic. They include the trigonometric, inverse trigonometric, 

exponential, and logarithmic functions. 

 

Exponential Functions  

Functions of the form  

݂	ሺݔሻ ൌ ܽ௫,	

where the base ܽ	 ൐ 0 is a positive constant and ܽ ് 1, are called exponential functions.  

All exponential  functions have domain ܦ௙ ൌ ሺെ∞,∞ሻ and  range  ௙ܴ ൌ ሺ0,∞ሻ. so an exponential 

function never assumes the value 0. The graphs of some exponenƟal funcƟons are shown  in the 

figure below.  
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Trigonometric Functions 

These functions include sin ݔ , cos ݔ , tan ݔ ,…. See the figure below 

 

 

 

Logarithmic Functions  

These are the functions  

݂ሺݔሻ ൌ log௔ ݔ ,	

where  the base ܽ ് 1  is a positive  constant. They are  the  inverse  functions of  the exponential 
functions. See the figure below 
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Even and Odd Functions 

 

 

 

EXAMPLES 

 

Example 1 

Recognize if the functions are even or odd: 

a. ݂ሺݔሻ ൌ  .ଶݔ

b. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ 1. 

c. ݂ሺݔሻ ൌ  ଷݔ

d. ݂ሺݔሻ ൌ  ݔ

e. ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 1 
 

Solution 

 

Solution a: 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻଶ ൌ ଶݔ ൌ ݂ሺݔሻ					݂ݎ݋	݈݈ܽ	ݔ 

Then the function is Even and it is Symmetric about ݕ െ  .ݏ݅ݔܽ
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Solution b: 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻଶ ൅ 1 ൌ ଶݔ ൅ 1 ൌ ݂ሺݔሻ					݂ݎ݋	݈݈ܽ	ݔ 

Then the function is Even and it is Symmetric about ݕ െ  .ݏ݅ݔܽ

 

 

Solution c: 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻଷ ൌ െݔଷ ൌ െ݂ሺݔሻ					݂ݎ݋	݈݈ܽ	ݔ 

Then the function is Even and it is Symmetric about the origin. 

 

 

Solution d: 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൌ െݔ ൌ െ݂ሺݔሻ					݂ݎ݋	݈݈ܽ	ݔ 

Then the function is Even and it is Symmetric about the origin. 
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Solution e: 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൅ 1 ൌ െݔ ൅ 1 ് ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 1  Not even 

݂ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൅ 1 ൌ െݔ ൅ 1 ് െ݂ሺݔሻ ൌ െݔ െ 1  Not odd 

Then the function is not Even nor odd. 

Then the function is not Even nor odd. 

 

 

 

 

Piecewise‐Defined Functions 

Sometimes a  function  is described by using different  formulas on different parts of  its domain. 

One example is the absolute value function 

|ݔ| ൌ ൝
,ݔ ݔ ൒ 0

െݔ, ݔ ൏ 0
 

 

 

 

௙ܦ ൌ ሾെ∞,∞ሿ, ௙ܴ ൌ ሾ0,∞ሿ 
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Example 2.7 

Graph the following function 

|ݔ| ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
െݔ, ݔ ൏ 0

,ଶݔ 0 ൑ ݔ ൑ 1

1, ݔ ൐ 1

 

Solution 

 

Signum Function 

It derives its name from the Latin word for “sign”. The definition of this function sgn	ݔ is as follows 

sgn	ݔ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
െ1, ݔ	݂݅ ൏ 0

0, ݔ	݂݅ ൌ 0

1, ݔ	݂݅ ൐ 0

 

therefore the domain of the function is ሾെ∞,∞ሿ and the range of the function is ሼെ1, 0, 1ሽ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ݔ

 ݕ

ݕ ൌ sgn  ݔ
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Example 2.8 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ sgn	ሺݔଶ െ 1ሻ. 

b.  ݕ ൌ ݔሺ	sgn	ݔ ൅ 2ሻ. 

c. ݕ ൌ 	sgn	ݔ√ ቀ
௫మାଵ

௫
ቁ. 

 
 
 

Solution 8.a: 

sgn	ሺݔଶ െ 1ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
െ1, ଶݔ	݂݅ െ 1 ൏ 0 ⇒ |ݔ| ൏ 1 ⇒ െ1 ൏ ݔ ൏ 1

0, ଶݔ	݂݅ െ 1 ൌ 0 ⇒ ݔ ൌ ∓1

1, ଶݔ	݂݅ െ 1 ൐ 0 ⇒ |ݔ| ൐ 1 ⇒ ሺݔ ൏ െ1ሻ ∪ ሺݔ ൐ 1ሻ

 

 

then  

௙ܦ ൌ ሺെ∞,∞ሻ, ௙ܴ ൌ ሼെ1, 0, 1ሽ 

 

 

 

 

 

 

 

Solution8.b: 

ݔሺ	sgn	ݔ ൅ 2ሻ. ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ሺെ1ሻൈݔ ൌ െݔ, ݔ	݂݅ ൅ 2 ൏ 0 ⇒ ݔ ൏ െ2

0, ݔ	݂݅ ൅ 2 ൌ 0 ⇒ ݔ ൌ െ2

ሺ1ሻൈݔ ൌ ,ݔ ݔ	݂݅ ൅ 2 ൐ 0 ⇒ ݔ ൐ െ2

 

 

 

 

 ݔ

 ݕ
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Then from the graph 

௙ܦ ൌ ሺെ∞,∞ሻ, ௙ܴ ൌ ሺെ2,∞ሻ 

Solution8.c: 

	sgn	ݔ√ ቆ
ଶݔ ൅ 1
ݔ

ቇ

ൌ

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
,ݔ√െۓ ݂݅	

ଶݔ ൅ 1
ݔ

൏ 0 ∩ ݔ ൒ 0 ⇒ ଶݔ ൅ 1 ് 0	, ݔ ് 0 ⇒ ݔ ൏ 0 ∩ ݔ ൒ 0 ⇒ ∅

0, ݂݅	
ଶݔ ൅ 1
ݔ

ൌ 0 ⇒ ଶݔ ൅ 1 ് 0	, ݔ ് 0 ⇒ ∅

,ݔ√ ݂݅	
ଶݔ ൅ 1
ݔ

൐ 0 ∩ ݔ ൒ 0 ⇒ ଶݔ ൅ 1 ് 0	, ݔ ് 0 ⇒ ݔ ൐ 0 ∩ ݔ ൒ 0 ⇒ ݔ ൐ 0

 

 
 

 

௙ܦ ൌ ሺ0,∞ሻ, ௙ܴ ൌ ሺ0,∞ሻ 

 

 

 

 ݔ

 ݕ

 ݔ

 ݕ
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The Greatest Integer Function 

The function whose value at any number ݔ is the greatest integer less than or equal to ݔ is called 
the greatest integer function or the integer floor function. It is denoted ۂݔہ , or, in some books, ሾݔሿ 
or ሾሾݔሿሿ or int	ݔ. See the figure shown. Observe that 

ሾ2.4ሿ ൌ 2, ሾ1.9ሿ ൌ 1, ሾ0ሿ ൌ 0, ሾെ1.2ሿ ൌ െ2,

ሾ2ሿ ൌ 2, ሾ0.2ሿ ൌ 0, ሾെ0.3ሿ ൌ െ1, ሾെ2ሿ ൌ െ2
 

 

 

Properties of the Greatest Integer Function 

1. ቂൣሾݔሿ൧ቃ ൌ ሾݔሿ. 

2. ሾݔ ∓ ݊ሿ ൌ ሾݔሿ ∓  .ݎܾ݁݉ݑ݊	ݎ݁݃݁ݐ݊݅	݊ܽ	ݏ݅	݊	݁ݎ݄݁ݓ							,݊

 

Example 2.9 

Find the value of ݔ for the following greatest integer functions: 

f. ሾݔଶ ൅ 1ሿ ൌ 2. 

g. ሾ2ݔ ൅ 1ሿ ൌ െ1. 

h. ሾݔଶ െ 2ሿ ൌ 3. 
 

Solution 

By using the definition of ሾݔሿ: 

 ݔ ሾݔሿ 

െ3 ൑ ݔ ൏ െ2	 െ3 

െ2 ൑ ݔ ൏ െ1	 െ2 

െ1 ൑ ݔ ൏ 0	 െ1 

0 ൑ ݔ ൏ 1	 0 

1 ൑ ݔ ൏ 1	 1 

2 ൑ ݔ ൏ 3	 2 

Then 

Solution 9.a: 

2 ൑ ଶݔ ൅ 1 ൏ 3				 ⇒ 				1 ൑ ଶݔ ൏ 2				 ⇒ 				1 ൑ ඥݔଶ ൏ √2 						⇒ 				1 ൑ |ݔ| ൏ √2		 

1 ൑ ݔ ൏ √2		∪ 	െ√2 ൏ ݔ ൑ െ1			ݏ݊ܣ. 
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Solution 9.b: 

െ1 ൑ ݔ2 ൅ 1 ൏ 0				 ⇒ 			െ2 ൑ ݔ2 ൏ െ1				 ⇒ 			െ1 ൑ ݔ ൏ െ
1
2
 				.ݏ݊ܣ					

Solution 9.c: 

3 ൑ ଶݔ െ 2 ൏ 4				 ⇒ 				5 ൑ ଶݔ ൏ 6				 ⇒ 				 √5 ൑ ඥݔଶ ൏ √6 						⇒ 				 √5 ൑ |ݔ| ൏ √6		 

√5 ൑ ݔ ൏ √6		∪ 	െ√6 ൏ ݔ ൑ െ√5			ݏ݊ܣ. 

Example 10:  

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ,ሾെ2				ሿ,ݔሾ2	ݔ3 2ሾ 

b. ݕ ൌ ሾ௫/ଷሿ

|௫ାଵ|
,			ሾെ6,6ሾ 

 

Solution 10.a: 

 

By using the definition of ሾݔሿ:   

 ݔ ሾ2ݔሿ  ݕ ൌ ݔ3 ሾ2ݔሿ 

െ2 ൑ ݔ ൏ െ1.5	 െ4 െ12ݔ

െ1.5 ൑ ݔ ൏ െ1	 െ3 െ9ݔ

െ1 ൑ ݔ ൏ െ0.5	 െ2 െ6ݔ

െ0.5 ൑ ݔ ൏ 0	 െ1 െ3ݔ

0 ൑ ݔ ൏ 0.5	 0 0

0.5 ൑ ݔ ൏ 1	 1 ݔ3

1 ൑ ݔ ൏ 1.5	 2 ݔ6

1.5 ൑ ݔ ൏ 2	 3 ݔ9

 

 

Then 

 

 

 

 

 

 ݔ

 ݕ
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Solution 10.b:  

ݕ ൌ
ሾ3/ݔሿ
ݔ| ൅ 1|

,			ሾെ6, 6ሿ 

 

 

 

 

x  y 

‐6 

‐3 

‐2/5 

‐1 

‐3 

‐2 

‐1 

‐1/2 

‐1 

‐∞ 

‐1 

‐0.5 

0 

‐∞ 

‐2 

‐1 

0 

3 

0 

0 

3 

6 

1/4 

1/7 

 

H.W.:ݕ ൌ ଶݔ ቂ௫
ଷ
൅ 1ቃ,								ሾെ6	, 6ሾ   

 ݔ ቂ
ݔ
3
ቃ  ݕ ൌ ݔ3 ሾ2ݔሿ 

െ6 ൑ ݔ ൏ െ3	 െ2 െ2
െሺݔ ൅ 1ሻ

ൌ
2

ݔ ൅ 1

െ3 ൑ ݔ ൏ 0൞

െ3 ൑ ݔ ൏ െ1

െ1 ൏ ݔ ൏ 0

	

െ1 െ1
െሺݔ ൅ 1ሻ

ൌ
1

ݔ ൅ 1
 

െ1
ሺݔ ൅ 1ሻ

0 ൑ ݔ ൏ 3	 0 0

3 ൑ ݔ ൏ 6	 1 1

 ݕ

ݔ
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SHIFTING AND SCALING GRAPHS 

SHIFTING GRAPHS 

To shift the graph of a function ݕ ൌ ݂	ሺݔሻ straight up, add a positive constant to the right‐
hand side of the formula ݕ ൌ 	݂ሺݔሻ. 

To shift the graph of a function ݕ ൌ ݂ሺݔሻ straight down, add a negative constant to the right‐
hand side of the formula ݕ ൌ ݂ሺݔሻ. 

To shift the graph of ݕ ൌ ݂ሺݔሻ to the left, add a positive constant to ݔ.  

To shift the graph of ݕ ൌ ݂ሺݔሻ to the right, add a negative constant to	ݔ 

 

EXAMPLES 

Example 1 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ሺݔ െ 2ሻଶ 
b. ݕ ൌ ሺݔ ൅ 3ሻଶ 

 

Solution 

See the figure to the right hand side. 
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Example 2 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ଶݔ ൅ 1 
b. ݕ ൌ ଶݔ ൅ 2 
c. ݕ ൌ ଶݔ െ 2 

 

Solution 

See the figure to the right hand side. 

 
 
 
 
 
 

Example 3 

Graph the following function: 

ݕ ൌ ݔ| െ 2| െ 1 

Solution 
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SCALING GRAPHS 

To scale the graph of a function ݕ ൌ 	݂	ሺݔሻ is to stretch or compress it, vertically or horizontally. 

This  is  accomplished  by multiplying  the  function  ݂ሺݔሻ,  or  the  independent  variable   ,ݔ by  an 
appropriate constant ܿ.  

Reflections across the coordinate axes are special cases where ܿ ൌ െ1. 

 
 

EXAMPLES 

 

Example 1 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ  ݔ√3

b. ݕ ൌ ଵ

ଷ
 ݔ√

 

Solution 

See the figure to the right hand side. 
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Example 2 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ  ݔ3√

b. ݕ ൌ ඥ3/ݔ 

 

Solution 

See the figure to the right hand side. 

 

 

 

 

Example 3 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ √െݔ 

b. ݕ ൌ െ√ݔ 

 

Solution 

See the figure to the right hand side. 
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ADDITIONAL EXAMPLES 

 

Example 1 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ଵ

௫ିଶ
 

b. ݕ ൌ ଵ

௫ାସ
 

 

Solution 

See the figures below. 

 

 

     

 

 

   

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ
1

ݔ െ 2
 

ݕ ൌ
1
ݔ
 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ
1
ݔ
 

ݕ ൌ
1

ݔ ൅ 4
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Example 2 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ሺݔ െ 2ሻଶ ൅ 4 

b. ݕ ൌ െሺݔ ൅ 4ሻଶ ൅ 2 

 

Solution 

See the figures below. 

 

 

 

 

 

   

ݕ ൌ ሺݔ െ 2ሻଶ ൅ 4 
ݕ ൌ  ଶݔ

 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ െሺݔ ൅ 4ሻଶ ൅ 2 

 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ  ଶݔ
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Example 3 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ |ሺݔ ൅ 2ሻଶ െ 4| 

b. ݕ ൌ െඥሺݔ െ 2ሻ ൅ 2 

 

Solution 

See the figures below. 

 

 

 

     

 

 

 

   

ݕ ൌ |ሺݔ ൅ 2ሻଶ െ 4| 

ݕ ൌ െඥሺݔ െ 2ሻ ൅ 2 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ  ଶݔ

 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ  ݔ√
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Example 4 

Graph the following functions: 

a. ݕ ൌ ቚ ଵ

௫ାଶ
ቚ 

b. ݕ ൌ |ሺݔ െ 2ሻଷ െ 1| 

 

Solution 

See the figures below. 

 

 

 

 
 

 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ ฬ
1

ݔ ൅ 2
ฬ  ݕ ൌ

1
ݔ
 

 ݕ

 ݔ

ݕ ൌ |ሺݔ െ 2ሻଷ െ 1|

ݕ ൌ ሺݔ െ 2ሻଷ െ 1 
ݕ ൌ  ଷݔ
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One – to One Functions 
 
Functions like ݕ ൌ sin ݔ ݕ	݀݊ܽ	 ൌ  ,ଶ can assign the same output to different inputsݔ
 

sinሺ0ሻ ൌ 0,							 sinሺߨሻ ൌ 0 
݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ1ሻ							ଶ,ݔ ൌ 1	,							݂ሺെ1ሻ ൌ 1 

 

Other functions , however, like ݕ ൌ ݕ and ,	ݔ√ ൌ  ଷ, never assign an output number more thanݔ
once. Functions like these are called one –to –one (1 – 1). 
 
 
 
 
 

Inverse Functions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
The function defined by reversing a one to one continuous function ݂ሺݔሻ is called the inverse of ݂. 
The symbol for the inverse is ݂ିଵ, read "݂	inverse". 
 

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ,								ܦ௙,									 ௙ܴ 

݂ିଵሺݔሻ,							ܦ௙షభ ൌ ௙ܴ,							ܴ௙షభ ൌ  ௙ܦ
To express ݂ିଵ as a function of ݔ: 

1. Switch ݔ	and ݕ,	 
2. Solve the equation ݔ ൌ ݂ሺݕሻ for ݕ in terms of ݔ 

The resulting formula will be ݕ ൌ ݂ିଵሺݔሻ 
 

݂ିଵ൫݂ሺݔሻ൯ ൌ  ݔ
 
To draw the graph of ݂ିଵ,we have to reconstruct it from the graph of ݂	 in the following way, we 
reflect the graph of ݕ ൌ ݂ሺݔሻ across the line ݕ ൌ  .ݔ
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Example 
Find the inverse of the function 

ݕ ൌ  ݔ√
 
Solution  

݂ሺݔሻ ൌ :௙ܦ							,	ݔ√ ݔ ൒ 0,					 ௙ܴ: ݕ ൒ 0 
݂ିଵሺݔሻ,						ܦ௙షభ ൌ ௙ܴ ൌ ݔ ൒ 0 

                                                                            					ܴ௙షభ ൌ ௙ܦ ൌ ݕ ൒ 0 
 
 

To find ݂ିଵ: 
 

ݕ ൌ 	ݔ√ 				⟹ ݔ					 ൌ ඥݕ 				⟹ ݕ				 ൌ ଶݔ 					⟹					 ݂ିଵሺݔሻ ൌ  ଶݔ
 

݂൫݂ିଵሺݔሻ൯ ൌ ඥݔଶ ൌ  ݔ
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TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 3 
 

3.1 TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 

Radian Measure 

The radian measure of the angle ܤܥܣ at the center of the unit 
circle  (see  the  figure  shown)  equals  the  length  of  the  arc  that 

෣ܤܥܣ  cuts from the unit circle.  

The figure shows that  

	ݏ ൌ 		ߠݎ	

is  the  length  of  arc  cut  from  a  circle  of  radius   ݎ when  the 
subtending angle ߠ producing the arc is measured in radians. 

Since  the circumference of  the circle  is 2ߨ and one complete  revolution of a circle  is 360°,  the 
relation between radians and degrees is given by the following conversion formula 

 

An angle  in  the ݕݔ‐plane  is said  to be  in standard position  if  its vertex  lies at  the origin and  its 
initial ray lies along the positive ݔ‐axis (see the figure below). Angles measured counter‐clockwise 

from the positive ݔ‐axis are assigned positive measures; angles measured clock¬wise are assigned 

negative measures. 
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When  angles  are  used  to  describe  counterclockwise  rotations,  our  measurements  can  go 
arbitrarily far beyond 2ߨ radians or 360°. Similarly, angles describing clockwise rotations can have 
negative measures of all sizes (see the figure below). 

 
 

The Six Basic Trigonometric Functions 

The trigonometric functions of an acute angle in terms of the sides of a right triangle is shown in 

the figure below 

 

We  extend  this  definition  to  obtuse  and  negative  angles  by  first  placing  the  angle  in  standard 

position  in  a  circle  of  radius   We .ݎ then  define  the  trigonometric  functions  in  terms  of  the 

coordinates of the point ܲሺݔ,  .ሻ where the angle's terminal ray intersects the circleݕ

 

 

 

 

 

 

and from the above definition on can get the following 
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Periodicity 

When  an  angle  of measure ߠ  and  an  angle  of measure ߠ ൅  ߨ2 are  in  standard  position,  their 
terminal rays coincide. The two angles therefore have the same trigonometric function values: 

 

 

Identities 

The coordinates of any point ܲሺݔ,  ሻ in the plane can be expressed in terms of the point's distanceݕ

from the origin and the angle that ray ܱܲ makes with the positive ݔ‐axis. 
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Law of Cosines 

                                         

 

 

 

sin A cos B = 
ଵ

ଶ
 ሺsin( A – B ) + sin ( A + B )ሻ 

sin A sin B = 
ଵ

ଶ
 ሺcos( A – B ) – cos( A + B )ሻ 

cos A cos B = 
ଵ

ଶ
 (cos( A – B ) + cos( A + B )ሻ 
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Graphs of the Trigonometric Functions 

 

The above functions have the following properties 
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Transformation of Trigonometric Functions 

The rules for shifting, stretching, compressing, and reflecting the graph of a function apply to the 

trigonometric functions. The following diagram will remind you of the controlling parameters 

 

 

 

EXAMPLES 

 

Example 1 

Graph the following functions 

ݕ ൌ 2sin ቀ3ݔ ൅
ߨ
4
ቁ 

Solution 

1. Find the roots of the functions (ݕ ൌ 0ሻ: 

ݕ ൌ 0	, sin ቀ3ݔ ൅
ߨ
4
ቁ ൌ 0 ⇔ ࣂܖܑܛ ൌ ૙	 

when 

ݔ3 ൅
ߨ
4
ൌ േ݊ߨ, ⇔ ࣂ				 ൌ േ࣊࢔							݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ െ
ߨ
12

േ
ߨ݊
3
ൌ െ

ߨ
12

േ
ߨ4݊
12

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ9
12

, െ
ߨ5
12

,െ
ߨ
12

,
ߨ3
12

,
ߨ7
12
	, …						 
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2. Find the maximum point of the functions (ݕ ൌ 2ሻ: 

ݕ ൌ 2	, sin ቀ3ݔ ൅
ߨ
4
ቁ ൌ ൅1 ⇔ ࣂܖܑܛ ൌ ൅૚	 

when 

ݔ3 ൅
ߨ
4
ൌ
ߨ
2
േ ,ߨ2݊ ⇔ ࣂ				 ൌ

࣊
૛
േ ૛࣊࢔							݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ
ߨ
12

േ
ߨ2݊
3

ൌ
ߨ
12

േ
ߨ8݊
12

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ7
12

,
ߨ
12

,
ߨ9
12

,…						 

 

3. Find the minimum point of the functions (ݕ ൌ െ2ሻ: 

ݕ ൌ െ2	, sin ቀ3ݔ ൅
ߨ
4
ቁ ൌ െ1 ⇔ ࣂܖܑܛ ൌ െ૚	 

when 

ݔ3 ൅
ߨ
4
ൌ
ߨ3
2
േ ,ߨ2݊ ⇔ ࣂ				 ൌ

૜࣊
૛
േ ૛࣊࢔		ሺݎ݋	 െ

࣊
૛
േ ૛࣊࢔	ሻ			݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ
ߨ5
12

േ
ߨ2݊
3

ൌ
ߨ5
12

േ
ߨ8݊
12

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ3
12

,
ߨ5
12

, …						 

 

From the above calculations 

The period of the function will be 23/ߨ or  

݌ ൌ
ߨ2

ݔ	݂݋		.݂݂݁݋ܥ
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Example 2 

Graph the following functions 

ݕ ൌ 3cos ቀ2ݔ ൅
ߨ
3
ቁ 

Solution 

1. Find the roots of the functions (ݕ ൌ 0ሻ: 

ݕ ൌ 0	, cos ቀ2ݔ ൅
ߨ
3
ቁ ൌ 0 ⇔ ࣂܛܗ܋ ൌ ૙	 

when 

ݔ2 ൅
ߨ
3
ൌ
ߨ
2
േ ,ߨ݊ ⇔ ࣂ				 ൌ

࣊
૛
േ ݊							࣊࢔ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ
ߨ
12

േ
ߨ݊
2
ൌ

ߨ
12

േ
ߨ6݊
12

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ11
12

,െ
ߨ5
12

,
ߨ
12

,
ߨ7
12

,
ߨ13
12

	, …						 

 

 ݕ

 ݔ

ቀെ
ߨ
12

, 0ቁ ൬
ߨ3
12

, 0൰ 

ቀ
ߨ
12

, 2ቁ 

൬െ
ߨ3
12

,െ2൰ 

݌ ൌ
ߨ2
3
ൌ
ߨ4
12

݌
2
ൌ
ߨ
3
ൌ
ߨ4
3

 

Maximum Points 

Minimum Points

Roots 
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2. Find the maximum point of the functions (ݕ ൌ 3ሻ: 

ݕ ൌ 3	, cos ቀ2ݔ ൅
ߨ
3
ቁ ൌ ൅1 ⇔ ࣂܛܗ܋ ൌ ൅૚	 

when 

ݔ2 ൅
ߨ
3
ൌ േ2݊ߨ, ⇔ ࣂ				 ൌ േ૛࣊࢔							݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ െ
ߨ
6
േ ߨ݊ ൌ െ

ߨ
6
േ
ߨ6݊
6

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ7
6
,െ

ߨ
6
,
ߨ5
6
,…						 

 

3. Find the minimum point of the functions (ݕ ൌ െ3ሻ: 

ݕ ൌ െ3	, cos ቀ2ݔ ൅
ߨ
3
ቁ ൌ െ1 ⇔ ࣂܛܗ܋ ൌ െ૚	 

when 

ݔ2 ൅
ߨ
3
ൌ ߨ േ ,ߨ2݊ ⇔ ࣂ				 ൌ ࣊ േ ૛࣊࢔							݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ
ߨ
3
േ ߨ݊ ൌ

ߨ
3
േ
ߨ3݊
3

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

or 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ2
3
,
ߨ
3
,
ߨ4
3
,…						 

 

The period of the function will be ߨ  
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Example 3 

Graph the following functions 

ݕ ൌ 2tan ቀ3ݔ െ
ߨ
2
ቁ 

Solution 

4. Find the roots of the functions (ݕ ൌ 0ሻ: 

ݕ ൌ 0	, tan ቀ3ݔ െ
ߨ
2
ቁ ൌ 0 ⇔ ࣂܖ܉ܜ ൌ ૙	 

when 

ݔ3 െ
ߨ
2
ൌ േ݊ߨ, ⇔ ࣂ				 ൌ േ࣊࢔							݊ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

Then 

ݔ ൌ
ߨ
6
േ
ߨ݊
3
ൌ
ߨ
6
േ
ߨ2݊
6

,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

ݔ ൌ ⋯ ,െ
ߨ
6
,
ߨ
6
,
ߨ3
6
	, …						 

 

5. Find the asymptotes of functions (ݕ ൌ േ∞ሻ: 

ݕ ൌ േ∞	, tan ቀ3ݔ െ
ߨ
2
ቁ ൌ േ∞ ⇔ ࣂܖ܉ܜ ൌ േ∞	 

when 

ݔ3 െ
ߨ
2
ൌ
ߨ
2
േ ,ߨ݊ ⇔ ࣂ				 ൌ

࣊
૛
േ ݊							࣊࢔ ൌ 0, 1, 2, 3, …								 

 ݕ

 ݔ

ቀ
ߨ
12

, 0ቁ 

൬
ߨ5
12

, 3൰ 

ቀ
ߨ
3
,െ3ቁ 
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Then 

ݔ ്
ߨ
3
േ
ߨ݊
3
,									݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … ݔ																ݎ݋																			 ് ⋯െ

ߨ
3
, 0,

ߨ
3
,
ߨ2
3
	, …						 

 

 

 

 

HOMEWORK 

 

Graph the following trigonometric functions. 

HW 1: 

ݕ ൌ 3 sin ቀ2ݔ െ
ߨ
3
ቁ 

 

HW 2: 

ݕ ൌ sin ݔ cos  ݔ

Hint: Use the identity sin ݔ cos ݔ ൌ ଵ

ଶ
sin  ݔ2

 ݕ

 ݔ

ቀ
ߨ
3
,േ∞ቁ

ቀ
ߨ
6
, 0ቁ 

ቀെ
ߨ
6
, 0ቁ 
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HW 3: 

ݕ ൌ sinଶ  ݔ

Hint: Use the identity sinଶ ݔ ൌ ଵ

ଶ
ሺ1 െ cos  ሻݔ2

 

HW 4: 

ݕ ൌ cosଶ  ݔ

Hint: Use the identity cosଶ ݔ ൌ ଵ

ଶ
ሺ1 ൅ cos  ሻݔ2

 

HW 5: 

ݕ ൌ 3 sec ቀ2ݔ ൅
ߨ
3
ቁ 

Hint: Try to use the graph ݕ ൌ 3 cos ቀ2ݔ ൅ గ

ଷ
ቁ  
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HW 6: 

ݕ ൌ 2 csc ቀ3ݔ ൅
ߨ
4
ቁ 

Hint: Try to use the graph ݕ ൌ 2 sin ቀ3ݔ ൅ గ

ସ
ቁ 

 

 

HW 7: 

ݕ ൌ
1
2
ሺ|cos |ݔߨ െ cos  ሻݔߨ

Hint: Use the definition of the absolute value |cos |ݔߨ ൌ ൝
cos ݔߨ , when		cos ݔߨ ൒ 0

െcos ݔߨ , when		cos ݔߨ ൏ 0
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3.2  Inverse Trigonometric Functions 
 

The six basic trigonometric functions are not one to one (their values repeat periodically). However 
we can restrict their domains to intervals on which they are one to one. The sine function increase 
from  -1  at  x = -π/2 to  +1  at  x = π/2. By restricting its domain to the intervalሾെ గ

ଶ
, గ
ଶ
ሿ we make it 

one-to-one, so that it has an inverse sin-1x. Similar domain restrictions can be applied to all six 
trigonometric functions. 
The Arc Sine: 
 
y = arcsin x    or    y = sin-1 x 
y= sin x                                                                           y = sin-1 x 

Df : ቂെ
గ

ଶ
,
గ

ଶ
ቃ      Rf : ሾെ1	, 1ሿ                                               Df

-1 : ሾെ1	, 1ሿ       Rf
-1 : ቂെ

గ

ଶ
,
గ

ଶ
ቃ 

                              
  
 
The Arc Cosine: 
 
y = arccos x    or    y = cos-1 x 
y= cos x                                                                           y = cos-1 x 
Df : ሾ0	, ,	ሿ      Rf : ሾെ1ߨ 1ሿ                                                  Df

-1 : ሾെ1	, 1ሿ       Rf
-1 : ሾ0	,  ሿߨ
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The Arc Tangent: 
 
y = arctan x    or    y = tan-1 x 
 y = tan x                                                                           y = tan-1 x 

Df :ቀെߨ
2
, ߨ
2
ቁ      Rf : ሾെ∞	,∞ሿ                                            Df

-1 : ሾെ∞	,∞ሿ       Rf
-1 : ቀെߨ

2
, ߨ
2
ቁ 

                                             
 
 
 
The Arc Cotangent: 
 
Y = arccot x    or    y = cot-1 x 
Y= cot x                                                                        y = cot-1 x 
Df :ሺ0	, ,∞ሿ                                               Df	ሻ      Rf : ሾെ∞ߨ

-1 : ሾെ∞	,∞ሿ       Rf
-1 : ሺ0	,  ሻߨ
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The Arc Cosecant: 
 
y = arccsc x    or    y = csc-1 x 
y= csc x                                                                            y = csc-1 x 

Df : ቂെ
గ

ଶ
,
గ

ଶ
ቃ ∪ ݔ ് 0      Rf :|ݕ| ൒ 1                                   Df

|ݔ|: 1- ൒ 1       Rf
-1 :ቂെ

గ

ଶ
,
గ

ଶ
ቃ ∪ ݕ ് 0 

                                    
 
 
The Arc Secant: 
 
Y = arcsec x    or    y = sec-1 x 
Y= sec x                                                                               y = sec-1 x 

Df : ሾ0	, ሿߨ ∪ ݔ ്
గ

ଶ
      Rf :|ݕ| ൒ 1                                        Df

|ݔ|: 1- ൒ 1       Rf
-1 : ሾ0	, ሿߨ ∪ ݕ ്

ߨ

2
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The properties: 
1. sinିଵ ݔ ൅ cosିଵ ݔ ൌ	 ߨ

2
  

tanିଵ ݔ ൅ cotିଵ ݔ ൌ	
ߨ
2

 

secିଵ ൅ cscିଵ ݔ ൌ
ߨ
2
	 

 
2. sinିଵሺെݔሻ ൌ 	െ sinିଵ  odd function      ݔ

tanିଵሺെݔሻ ൌ 	െ tanିଵ  odd function     ݔ
cscିଵሺെݔሻ ൌ 	െ cscିଵ  odd function      ݔ
 

3. cosିଵሺെݔሻ ൅ cosିଵ ݔ ൌ  ߨ
      cotିଵሺെݔሻ ൅ cotିଵ ݔ ൌ   ߨ

secିଵሺെݔሻ ൅ secିଵ ݔ ൌ  ߨ
  

4. secିଵ ቀଵ
௫
ቁ ൌ cosିଵ  ݔ

      secିଵ ቀଵ
௫
ቁ ൌ sinିଵ   ݔ

cotିଵሺݔሻ ൌ ቀ
ߨ
2
ቁ െ tanିଵ  ݔ

 
 

Example 1 

Draw	the	function		
ݕ ൌ ݔଵሺ3ି݊݅ݏ2 െ 1ሻ. 

 Solution 

Df :   െ1	 ൑ ݔ3 െ 1	 ൑ 1 
              0 ൑ ݔ3 ൑ 2 

              0 ൑ 	ݔ ൑ ଶ

ଷ
 

 
Rf :   െ

గ

ଶ
൑ sinିଵሺ3ݔ െ 1ሻ ൑ గ

ଶ
 

        െߨ ൑ 2 sinିଵሺ3ݔ െ 1ሻ ൑  ߨ
                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x y 

0 െߨ 

 
2
3

 

 

 ߨ

 
1
3

 

 

  0 

1
3
 2

3
 

 ߨ

െߨ 
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Example 2 

Draw the function     

ݕ ൌ
1
2
	cosିଵሺݔ ൅ 1ሻ. 

Solution 

Df :      െ1	 ൑ ݔ ൅ 1 ൑ 1 
               െ2	 ൑ 	ݔ ൑ 0 
Rf  : 	0	 ൑ cosିଵሺݔ ൅ 1ሻ 	൑  ߨ	

         0 ൑ ଵ

ଶ
cosିଵሺݔ ൅ 1ሻ ൑ గ

ଶ
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Example 3 

Draw the functions  
ݕ ൌ 2 cosିଵሺ2ݔ െ 1ሻ		ܽ݊݀		ݕ ൌ 2 secିଵሺ2ݔ െ 1ሻ. 

Solution 

Df:  െ1	 ൑ ݔ2 െ 1	 ൑ 1  ⟹   0	 ൑ 	ݔ2 ൑ 2   ⟹   0	 ൑ 	ݔ ൑ 1 
Rf : 0	 ൑ cosିଵሺ2ݔ െ 1	ሻ ൑ 			ߨ	 ⇒ 			0	 ൑ 2cosିଵሺ2ݔ െ 1ሻ ൑     ߨ2
 
 
 
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  y 

0   0 

-1 
ߨ
4

 

-2 
ߨ
2

 

  x y 

  1 0 

1
2

 π 

 
0 
 

2π 

ߨ
2
 

ߨ
4
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Example 4 

Draw the function 

ݕ ൌ 3 sinିଵ
2

ݔ ൅ 1
 

Solution												ݕ ൌ 3 sinିଵሺ	 ଶ
௫ାଵ

ሻ ൌ 3 cscିଵሺ	௫ାଵ	
ଶ
ሻ 

Df:	ݔ ് െ1  
Draw the function ݕ ൌ 3 cscିଵ ௫ାଵ

ଶ
ݕ		݃݊݅ݓܽݎ݀	ݕܾ	 ൌ 3 sinିଵ ௫ାଵ

ଶ
	 

Df :   െ1	 ൑
ሺ௫ାଵሻ

ଶ
൑ 1			 ⟹ 		െ2	 ൑ ݔ ൅ 1	 ൑ 2			 ⟹		െ3 ൑ 	ݔ ൑ 1		 

Rf :   -	
గ	

ଶ
	൑ sinିଵ 	௫ାଵ

ଶ
	൑ గ

ଶ
			⟹ 		െ ଷగ

ଶ
	൑ 3 sinିଵ ௫ାଵ

ଶ
	൑ ଷగ

ଶ
			 

  

           
 

Example 5 

Draw the function  

ݕ ൌ 2 secିଵ
1

ݔ3 ൅ 1
. 

Solution 

Df :   െ1	 ൑ ݔ3 ൅ 1	 ൑ 1			 ⟹ 	െ ଶ

ଷ
	൑ 	ݔ ൑ 	ݔ⋃	0 ് 	െ ଵ

ଷ
  

Rf :   0	 ൑ cosିଵሺ3ݔ ൅ 1ሻ ൑ 			ߨ	 ⟹ 			0 ൑ 2 cosିଵሺ3ݔ ൅ 1ሻ ൑  ߨ2
  
        
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   y  x 

െ
ߨ3
2

 -3 

    0 -1 

 
ଷ஠

ଶ
 1 

  y      x 

  0     0 

െ ߨ
1
3

 

 ߨ2
 

െ
2
3

 

 

ߨ3
2

െ
ߨ3
2

െ
1
3

 െ
2
3

 

ߨ2

 ߨ
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 Example 6 

Prove that  
cos	ሺsinିଵ ሻݔ ൌ 	√1 െ  	ଶݔ

Solution 

 

Let ܣ	 ൌ sinିଵ 	ܣ	݊݅ݏ  ⟹ ݔ ൌ ܣݏ݋ܿ			⟹	 ݔ	 ൌ 	
√ଵି௫మ

ଵ
ൌ 	√1 െ  ଶݔ

 
 Example 7 
Prove that  

secሺ2 cosିଵ ሻ	ݔ ൌ
1

ଶݔ2 െ 	1
	. 

Solution 

Let ܣ	 ൌ cosିଵ 	ܣ	ݏ݋ܿ   ⟹			ݔ ൌ  ݔ	
 

        sec ܣ2 ൌ ଵ

ୡ୭ୱଶ஺
ൌ ଵ

஼ைௌమ஺ିୱ୧୬మ ஺
 

 

                    ൌ
ଵ

ቀ
ೣ
భ
ቁ
మ
ିቆ

ඥభషೣమ

భ
ቇ
ൌ

ଵ

௫మି	ଵା௫మ
ൌ

ଵ

ଶ௫మି	ଵ
 

 
Example 8 
Find the value of ݔ:  (with using calculator) 

Solution 

ݔ .1 ൌ sinିଵ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ 30 

ݔ .2 ൌ tanିଵ √3 ൌ 60  

ݔ .3 ൌ cosିଵ ቀെ ଵ

√ଶ
ቁ ൌ 135 

ݔ .4 ൌ secିଵ √2 ൌ cosିଵ ଵ

√ଶ
ൌ 45 

ݔ .5 ൌ 	 cscିଵ 2	 ൌ sinିଵ ଵ
ଶ
ൌ 30 

ݔ .6 ൌ cscିଵ ቀെ ଶ

√ଷ
ቁ ൌ sinିଵ ቀି√ଷ

ଶ
ቁ ൌ 	െ60 

ݔ .7 ൌ cotିଵ √3 ൌ
గ

ଶ
െ tanିଵ √3 ൌ 90 െ 60 ൌ 30 

ݔ .8 ൌ tan	ሺsinିଵ ିଵ
ଶ
ሻ ൌ 	ି√ଷ

ଶ
ൌ 	െ0.577 

9. tan	ሺsecିଵ 1ሻ ൅ sinሺcscିଵ െ2ሻ ൌ 	ିଵ
ଶ

 

ݔ .10 ൌ secሺcotିଵ √3 ൅ cscିଵሺെ1ሻሻ ൌ	
ଵ

ୡ୭ୱ	ሺሺ		
ഏ
మ
	ି	୲ୟ୬షభ √ଷሻାୱ୧୬షభሺିଵሻሻ

ൌ	2 

1

 ݔ

ඥ1 െ  ଶݔ

ܣ

1

 ݔ

ඥ1 െ ଶݔ

 ܣ
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Example 9 
Find the value of x. (without using calculator ) 

ݔ ൌ cos	ሺcosିଵ ସ
ହ
൅ sinିଵ ଵଶ

ଵଷ
	ሻ 

Solution 

 

ܣ	ݐ݈݁       ൌ cosିଵ ସ
ହ
		⟹ ܣݏ݋ܿ ൌ 	 ସ

ହ
	    

ܤ	ݐ݈݁      ൌ sinିଵ ଵଶ
ଵଷ
		⟹	 sinܤ ൌ 	 ଵଶ

ଵଷ
 

ݔ             ൌ cosሺܣ ൅ ሻܤ ൌ ܤݏ݋ܿ	ܣݏ݋ܿ	 െ sinܣ sinܤ 

																																						ൌ 	
ସ

ହ
∗
ଵହ

ଵଷ
െ	

ଷ

ହ
∗
ଵଶ

ଵଷ
  

 
 
Example 10 
Evaluate the following expression: 

cos	ሺsinିଵ ଶ௫
ଷ
	ሻ 

Solution 

 

ܣ	ݐ݈݁        ൌ sinିଵ ଶ௫
ଷ

 ⟹ cosܣ ൌ
√ଽିସ௑మ

ଷ
 

 
Example 11 
Sketch the graph  

ݕ ൌ cot	ሺcscିଵ  ሻݔ

Solution 

Let ܣ	 ൌ cscିଵ ݔ 					⟹ 	ܣ	ܿݏܿ				 ൌ  ݔ	

ݕ       ൌ cot ܣ ൌ 	
√௑మି	ଵ

ଵ
ൌ ଶݔ√	 െ 1	 

              
Df: ݔଶ െ 1	 ൒ 0	 ⟹ ଶݔ ൒ 1	 ⟹	 |ݔ| 	൒ 1 
 
 

         
 
 
 

5 3 

4 

13
12

5 

 ܤ

ܣ

3 

 ܣ

 ݔ2

ඥ9 െ  ଶݔ4
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HOMEWORK 

 
Find the value of ݔ to the following: 

ݔ	.1 ൌ sin	ሺcosିଵ ଵ

√ହ
൅ sinିଵ ଷ

√ଵ଴
	ሻ              

ݔ	 .2 ൌ tanିଵ ଵ
ଷ
൅ tanିଵ 3 

ݔ  .3 ൌ secିଵ ହ
ଷ
൅ cosିଵ ଷ

ହ
 

4.		sin	ሺtanିଵ ௫

√௫మା	ଵ
ሻ		(Evaluate the expression) 

ݔ  .5 ൌ sin 2ሺcosିଵ ଵ
ଷ
ሻ 

ݔ		.6 ൌ tanିଵ ଵ
ଷ
൅ cotିଵ .ݏ݊ܣ         3 ݔ ൌ sinିଵ ଷ

ହ
 

ݔ  .7 ൌ sinିଵ ଶ

√ହ
൅ cosିଵ ଵ

√ଵ଴
 

ݔ  .8 ൌ cos	ሺ2 tanିଵ ଵ
ଷ
ሻ 

ݔ	 .9 ൌ sinሺcosିଵ ଵ

√ହ
൅ sinିଵ ଷ

√ଵ଴
ሻ 

ݔ .10 ൌ tanିଵ ଵ
ଷ
൅ tanିଵ 3 
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LIMITS 4 

 
One of the important things to know about a function  f  is how its outputs will change when the 
inputs change. If the inputs get closer and closer to some specific value  c  , for example , will the 
outputs get closer to some specific value L ? If they do, we want to know that, because it means 
we can control the outputs by controlling the inputs. To talk sensibly about this, we need the 
language of limits. 
 

Definition: 
If the values of a function f(x) approach the value  L  as  x  approaches  c  , we say  f  has limit  L  as  
x  approaches c and we write  lim

௫→௖
݂ሺݔሻ ൌ  Read " the limit of  f  of  x  as approaches  c  equals)  ܮ	

L"). 

For example ݂ሺݔሻ ൌ 	 ௫
యିଵ

௫ିଵ
ݔ				,				 ് 1			,			݂ሺ1ሻ ൌ	? 

 
  
 

 

From the fig.     lim
௫→ଵ

௫యିଵ

௫ିଵ
ൌ 3 

 
Or we can simplify the formula by factoring the numerator and canceling common factors: 
 

 lim
௫→ଵ

௫యିଵ

௫ିଵ
ൌ lim

௫→ଵ

ሺ௫ିଵሻሺ௫మା	௫ାଵሻ

ሺ௫ିଵሻ
ൌ lim

௫→ଵ
ሺݔଶ ൅ ݔ	 ൅ 1ሻ ൌ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ 3 

Ex:	lim
௫→ଵ

௫ାଶ

ଶ௫ିଵ
ൌ 	 ଷ

ଵ
ൌ 3 

After substitution if  f  has limit without using factorial analysis  ⟹ f(x) is defined at x = c 
 

Ex:   lim
௫	→ଶ

௫మି	ସ

௫ିଶ
ൌ 	 ଴

଴
ൌ 	 lim

௫	→ଶ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ାଶሻ

ሺ௫ିଶሻ
ൌ 	 lim

௫	→ଶ
ሺݔ ൅ 2ሻ ൌ 4 

If f(x) is not defined at x = c, but after factorial analysis we can find the limit  ⟹ f(x) is hole at x = c 
 

Ex: lim
௫	→ଶ

௫మି	ସ

ሺ௫ିଶሻమ
ൌ 	 ଴

଴
ൌ 	 lim

௫	→ଶ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ାଶሻ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ିଶሻ
ൌ 	 lim

௫	→ଶ

௫ାଶ

௫ିଶ
ൌ 	 ସ

଴
ൌ 	∞  

 y x 

3.813 
3.310 
 
? 
 
2.997 
2.97 

1.25
1.1 
 
1 
 
.999
.99 

0

3

6

9

12

15

0 1 2 3 4
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If f(x) is not defined at x = c and after factorial analysis the limit not exist ⟹ x=c is asymptote  

The properties: 
 
If  lim

௫→௖ ଵ݂ሺݔሻ ൌ ଵ   and  lim௫→௖ܮ ଶ݂ሺݔሻ ൌ   :ଶ  , thenܮ

 
1. lim

௫→௖
ܭ ൌ ܭሺ																																																																ܭ ൌ  ሻݎܾ݁݉ݑ݊	ݕ݊ܽ

2. lim
௫→௖

	ܭ ଵ݂ሺݔሻ ൌ lim	ܭ
௫→௖ ଵ݂ሺݔሻ ൌ  ଵܮܭ

3. lim
௫→௖

ሺ	 ଵ݂ሺݔሻ ൅	 ଶ݂	ሺݔሻሻ ൌ lim
௫→௖ ଵ݂ሺݔሻ ൅	 lim௫→௖ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ଵܮ ൅	ܮଶ 

4. lim
௫→௖

ሺ	 ଵ݂ሺݔሻ െ	 ଶ݂	ሺݔሻሻ ൌ lim
௫→௖ ଵ݂ሺݔሻ െ	 lim௫→௖ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ଵܮ െ	ܮଶ 

5.	lim
௫→௖

ሺ	 ଵ݂ሺݔሻ ∗ 	 ଶ݂	ሺݔሻሻ ൌ lim
௫→௖ ଵ݂ሺݔሻ ∗	 lim௫→௖ ଶ݂ሺݔሻ ൌ ଵܮ ∗    ଶܮ	

6. lim
௫→௖

	௙భሺ௫ሻ

௙మ	ሺ௫ሻ
ൌ 	

୪୧୫
ೣ→೎

	௙భሺ௫ሻ

୪୧୫
ೣ→೎

௙మ	ሺ௑ሻ
ൌ 	

௅భ
௅మ
ଶܮ	݂ܫ																																 ് 0 

7.  lim
௫	→௖

ඥ	 ଵ݂ሺݔሻ
೙ ൌ 	 ටlim

௫	→௖
	 ଵ݂ሺݔሻ

೙ ൌ ଵܮ	

భ
೙													ܮଵ ൐ 0, ݊ ൌ  ݎܾ݁݉ݑ݊	݊݁ݒ݁

8.  lim
௫	→௖

|	 ଵ݂ሺݔሻ| ൌ 	 ቚ lim௫	→௖
ሺ	 ଵ݂ሺݔሻቚ ൌ 	  |ଵܮ|

 

Ex:  lim
௫	→ସ

௫మା	ଶ௫ିଶସ

௫ିସ
ൌ 	 lim

௫	→ସ

ሺ௫ା଺ሻሺ௫ିସሻ

௫ିସ
ൌ 	 lim

௫	→ସ
ሺݔ ൅ 6ሻ ൌ 10 

Ex: lim
௫→ଵ

భ
ೣశభ

ି	
భ
మ

௫ିଵ
ൌ 	 lim

௫→ଵ

మషሺೣశభሻ
మሺೣశభሻ

௫ିଵ
ൌ 	 lim

௫→ଵ

ଶି௫ିଵ

ଶ	ሺ௫ିଵሻሺ௫ାଵሻ
ൌ 	 lim

௫→ଵ

ଵି௫
ଶ	ሺ௫ିଵሻሺ௫ାଵሻ	

ା	

ൌ

							lim
௫→ଵ

ି	ሺ௫ିଵሻ

ଶ	ሺ௫ିଵሻሺ௫ାଵሻ
ൌ 	 lim

௫→ଵ

ି	ଵ

ଶ	ሺ௫ାଵሻ
ൌ 	

ିଵ

ସ
 

Ex: lim
௫→ଷ

௫యି	ଶ଻

௫ିଷ
ൌ 	 lim

௫→ଷ

ሺ௫ିଷሻሺ௫మା	ଷ௫ାଽሻ

௫ିଷ
ൌ 	 lim

௫→ଷ
ሺݔଶ ൅ ݔ3	 ൅ 9ሻ ൌ 27 
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Ex:lim
௫→଴

భ

√మೣశభ	
–	ଵ

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

భష	√మ	ೣశభ

√మೣశభ

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ଵି	√ଶ௫ାଵ

௫	√ଶ௫ାଵ
∗
ଵା	√ଶ௫ାଵ	

ଵା	√ଶ௫ାଵ	
ൌ

							lim
௫→଴

ଵିሺଶ௫ାଵሻ

௫	√ଶ௫ାଵ		൫	ଵା√ଶ௫ାଵ൯
ൌ 	 lim

௫→଴

ି	ଶ௫

௫	√ଶ௫ାଵ		൫	ଵା√ଶ௫ାଵ൯
ൌ 	 						lim

௫→଴

ିଶ

௫	√ଶ௫ାଵ		൫	ଵା√ଶ௫ାଵ൯					
ൌ

	െ1 

 

Ex: lim
௫→ଵ

௫మି	ଵ

√௫
య ି	ଵ

ൌ 	 lim
௫→ଵ

௫మିଵ	

√௫
య ି	ଵ

∗
ሺ௫మ/యା	௫భ/యା	ଵሻ

ሺ௫మ/యା	௫భ/యା	ଵሻ
ൌ 	 lim

௫→ଵ

ሺ௫మି	ଵሻሺ௫మ/యା	௫భ/యା	ଵሻ

௫ିଵ
ൌ

								lim
௫→ଵ

ሺ௫ିଵሻሺ௫ାଵሻሺ௫మ/యା	௫భ/యା	ଵሻ

௫ିଵ
ൌ 	6 

Ex:lim
௛→଴

ሺଵା௛ሻ
మ
యିଵ

௛
ൌ 	 lim

௛→଴

൬ሺଵା௛ሻ
భ
యି	ଵ൰൬ሺଵା௛ሻ

భ
యା	ଵ൰

௛
∗

ሺଵା௛ሻ
మ
యା	ሺଵା௛ሻ

భ
యା	ଵ

ሺଵା௛ሻ
మ
యା	ሺଵା௛ሻ

భ
యା	ଵ

ൌ 	 						lim
௛→଴

ሺଵା௛ିଵሻ൬ሺଵା௛ሻ
భ
యା	ଵ൰

௛൬ሺଵା௛ሻ
మ
యା	ሺଵା௛ሻ

భ
యା	ଵ൰

ൌ

	lim
௛→଴

௛ሺሺଵା௛ሻ
భ
యା	ଵሻ

௛൬ሺଵା௛ሻ
మ
యା	ሺଵା௛ሻ

భ
యା	ଵ൰

ൌ 	
ଶ

ଷ
 

 
The Sandwich Theorem: 
 
Suppose that    g(x)   ≤   f(x)   ≤ h(x)   

for all x ≠ c in some interval about c and that, 

lim
௫→௖

݃ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→௖

݄ሺݔሻ ൌ   ܮ

Then: lim
௫→௖

݂ሺݔሻ ൌ  ܮ

 

Ex:  lim
௫→∞

ୱ୧୬௫

௫
	 

 						െ1 ൑ sin 	ݔ ൑ 1				 ⟹				െ
ଵ

௫
	൑ 	

ୱ୧୬௫

௫
	൑ 	

ଵ

௫
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									lim
௫→∞

ଵ

௫
ൌ 0						

									lim
௫→∞

ିଵ

௫
ൌ 0					

ቑ ⟹ lim
௫→∞

ୱ୧୬௫

௫
ൌ 0  

 
 
Right – hand Limits and Left – hand Limits: 
 
Sometimes the values of a function f(x) tend to different limits as x approaches a 
number c from different sides.  
Right limit (RL):  
ܮܴ  ൌ 	 lim

௫→௔శ
݂ሺݔሻ ൌ 	 lim

ఢ→଴
݂ሺܽ ൅ ߳ሻ 

Left limit (LL): 
ܮܮ  ൌ 	 lim

௫→௔ష
݂ሺݔሻ ൌ 	 lim

ఢ→଴
݂ሺܽ െ 	߳ሻ 

A function f(x) has a limit as x approaches a if and only if 

the right‐hand and left‐hand limits at a exist and are equal. 

 

 
Ex: For the function f(x) shown in figure find the following limits.  

At x = 0 :   lim
௫→଴శ

݂ሺݔሻ ൌ 1 

At x = 1 :   lim
௫→ଵష

݂ሺݔሻ ൌ ሺ1ሻ݂	݄݃ݑ݋݄ݐ	݊݁ݒ݁			0 ൌ 1 

                  lim
௫→ଵశ

݂ሺݔሻ ൌ 1 

                  f(x) has no limit as x → 1 (RL ≠ LL) 

At x = 2 :   lim
௫→ଶష

݂ሺݔሻ ൌ 1 

                 lim
௫→ଶశ

݂ሺݔሻ ൌ 1 

                 lim
௫→ଶ

݂ሺݔሻ ൌ ሺ2ሻ݂	݄݃ݑ݋݄ݐ	݊݁ݒ݁			1 	ൌ 	2		 

At x = 3 :   lim
௫→ଷష

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→ଷశ

݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→ଷ

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ3ሻ ൌ 2 

At x = 4 :   lim
௫→ସష

݂ሺݔሻ ൌ 1 

Ex: lim
௫→ଵశ

௫మିଵ

√௫ିଵ
ൌ 	 lim

௫→ଵశ
ሺ௫ିଵሻሺ௫ାଵሻ

√௫ିଵ
ൌ 	 lim

௫→ଵశ
൫√௫ିଵ൯൫√௫ାଵ൯ሺ௫ାଵሻ

√௫ିଵ
ൌ

	 lim
௫→ଵశ

൫√ݔ ൅ 1൯ሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 	 lim
ఢ→଴

൫√1 ൅ ߳	 ൅ 	1൯ሺ1 ൅ ߳ ൅ 1ሻ ൌ 4 

  a-ϵ   a   a-ϵ 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

    
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQUEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 4-1 

 

 

 

Ex: ݂ሺݔሻ ൌ ൝
ݔ																				ݔ݊݅ݏ ൒ గ

ସ

ݔ																			ݔݏ݋ܿ		 ൏ గ

ସ
					

 

Required:	lim
௫→ഏ

ర

݂ሺݔ	ሻ			 , lim
௫→ഏ

మ

݂ሺݔሻ.  

solution 

RL:  lim
௫→ഏ

ర

శ
݂ሺݔሻ ൌ 	 lim

௫→ഏ
ర

ݔ݊݅ݏ ൌ 	 ଵ
√ଶ

 

LL:  lim
௫→ഏ

ర

ష ݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→ഏ

ర

ݔݏ݋ܿ ൌ 	 ଵ
√ଶ

 

LL = RL = 
ଵ

√ଶ
		⟹		 lim

௫→ഏ
ర

݂ሺݔሻ ൌ ଵ

√ଶ
 

 lim
௫→ഏ

మ

݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→ഏ

మ

ݔ݊݅ݏ ൌ 1 

 

Ex:  lim
௭→଴.ହ

௭మି଴.ଶହ

|଴.ହି௭|
ൌ 	 lim

௭→଴.ହ

ሺ௭ି଴.ହሻሺ௭ା଴.ହሻ

|଴.ହି௭|
 

 |0.5 െ |ݖ ൌ

	൜
0.5 െ 0.5												ݖ െ ݖ ൒ 0	 ⟹			െݖ ൒ െ0.5					 ⟹ ݖ			 ൑ 0.5
െሺ0.5 െ 0.5							ሻݖ െ ݖ ൏ 0		 ⟹			െݖ ൏ െ0.5			 ⟹ ݖ				 ൐ 0.5 

RL:  lim
௓→଴.ହశ

ሺ௭ି଴.ହሻሺ௭ା଴.ହሻ

ିሺ଴.ହି௓ሻ
ൌ 	 lim

௓→଴.ହశ
ିሺ଴.ହି௭ሻሺ௭ା଴.ହሻ

ିሺ଴.ହି௓ሻ
ൌ 	 lim

௓→଴.ହశ
ሺݖ ൅ 0.5ሻ ൌ 1 

LL:  lim
௓→଴.ହష

ሺ௓ି଴.ହሻሺ௓ା଴.ହሻ

ሺ଴.ହି௓ሻ
ൌ 	 lim

௓→଴.ହష
ሺ௓ି଴.ହሻሺ௓ା଴.ହሻ

ିሺ௓ି଴.ହሻ
ൌ 	 lim

௓→଴.ହష
െሺݖ ൅ 0.5ሻ ൌ 	െ1 

 RL  ≠  LL 

 

 
 

Limits Involving Infinity: 

  ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
 

  lim
௫→଴శ

ଵ

௫
ൌ ∞ 						or					 lim

୶→଴

ଵ

୶
ൌ ∞					x	 ൐ 0 

   lim
௫→଴ష

ଵ

௫
ൌ െ∞			ݎ݋			 lim

௫→଴

ଵ

௫
ൌ െ∞				ݔ ൏ 0 

  lim
௫→∞

ଵ

௫
ൌ 0 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

    
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQUEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 4-1 

 

   lim
௫→ି∞

ଵ

௫
ൌ 0 

Properties of ∞ : 

1) ∞ +∞=∞ 

2) ∞n = ∞ 

3) ∞ * ∞ = ∞ 

4) a +∞ = ∞ 

5) a ‐ ∞ = ‐∞ 

6) a * ∞ = ∞        a>0 

               = ‐∞       a<0 

7) 
௔

∞
ൌ 0 

8) 
∞

௔
ൌ ∞										ܽ ൐  ݋

         ൌ െ∞						ܽ ൏  ݋

        

Note: 		଴
଴
	 , ∞

∞
	 , ∞ െ∞	, ∞ ∗ 0	, 1∞ 		⟹  ݏ݁݅ݐ݅ݐ݊ܽݑݍ	݂݀݁݊݅݁݀݊ݑ		

Note: To find the limit of rational function as x→±∞ we divide the numerator and denominator by 

the highest power of x. 

Ex:  lim
௫→∞

ଶ௫యି	௫	ା		ଵ

௫యା		ଵ
ൌ 	 lim

௫→∞

ଶ	ି		
భ
ೣమ
	ା		

భ
ೣయ

ଵ	ା		
భ
ೣయ

ൌ 2 

 

Ex: lim
௫→∞

ሺ√ݔଶ ൅ 	1	– ሻݔ	 ൌ 	 lim
௫→∞

൫√ݔଶ ൅ 1	 െ ൯ݔ	 ∗
√௫మାଵ	ା	௫

√௫మାଵ	ା	௫
ൌ lim

௫→∞

௫మା	ଵି௫మ

√௫మା	ଵ	ା	௫
ൌ

	 lim
௫→∞

ଵ

√௫మା		ଵ		ା	௫
ൌ 0 

 

Ex: lim
௡→∞

ሺ√݊ଶ ൅ 	10	–	√݊ଶ ൅ 	݊	ሻ ൌ	 

lim
௡→∞

൫√݊ଶ ൅ 	10	–	√݊ଶ ൅ 	݊		൯ ∙
√௡మା	ଵ଴	ା	√௡మା	௡	

√௡మା	ଵ଴	ା	√௡మା	௡	
ൌ 	 lim

௡→∞

௡మା	ଵ଴ିሺ௡మା	௡ሻ

√௡మା	ଵ଴	ା	√௡మା	௡	
ൌ

	 lim
௡→∞

ଵ଴ି௡

√௡మା	ଵ଴	ା	√௡మା	௡	
ൌ 	 lim

௡→∞

భబ
೙
ି	ଵ

ටଵା	
భబ	
೙మ
	ା	ටଵା	

భ
೙
	
ൌ

ିଵ

ଶ
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Note: lim
௫→௔

݂ሺݔሻ ൌ 	∞					 ⟹ ݔ					 ൌ  ݁ݐ݋ݐ݌݉ݕݏܽ	݈ܽܿ݅ݐݎ݁ݒ						ܽ

           lim
௫→∞

݂ሺݔሻ ൌ ܾ							 ⟹ ݔ						 ൌ  ݁ݐ݋ݐ݌݉ݕݏܽ	݈ܽݐ݊݋ݖ݅ݎ݋݄					ܾ

 

Theorem:  lim
ఏ→଴

௦௜௡ఏ

ఏ
ൌ 1 

ߠ݊݅ݏ
ߠ

 
θ 

0.84 
0.95 
0.998 
0.9995 
↓ 
? 
↑ 
0.9995 
0.998 

1 
0.5 
0.1 
0.01 
↓ 
0 
↑ 
‐0.01 
‐0.1 
 

 

Ex: lim
௫→଴

௦௜௡ଶ௫

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ଶ௦௜௡ଶ௫

ଶ௫
ൌ 2 

Ex: lim
௫→଴

௦௜௡ଶ௫

௦௜௡ଷ௫
ൌ 	 lim

௫→଴

మ౩౟౤మೣ
మೣ

య౩౟౤ యೣ
యೣ

ൌ
ଶ

ଷ
 

Ex:lim
௫→଴

√ଵିୡ୭ୱ௫	

௫
ൌ lim
௫→଴

ටଶୱ୧୬మቀ
ೣ
మ
ቁ

௫
ൌ √2 lim

௫→଴

ୱ୧୬ሺ
ೣ
మ
ሻ

௫
ൌ √2	 lim

௫→଴

ୱ୧୬ሺ
ೣ
మ
ሻ

మೣ
మ

ൌ
ଵ

√ଶ
 

Example: Evaluate the following limits:  

1. lim
௬→

ഏ
మ

ୡ୭ୱ௬
		ഏ
మ
	ି	௬

ൌ 	 lim
௫→଴

ୡ୭ୱሺ
	ഏ
	మ
	ି	௫	ሻ

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ୡ୭ୱሺ
ഏ
మ
ሻ ୡ୭ୱ ଴	–	ୱ୧୬ሺ	

ഏ
మ
ሻ	௦௜௡௫

௫
ൌ lim

௫→଴

ୱ୧୬ ௫

௫
ൌ 1 

let ݔ ൌ 	 గ
ଶ
െ 		ݕ ⟹ ݕ		 ൌ 	 గ

ଶ
െ  ݔ	

ݕ				    → 	 గ
ଶ
	⟹ ݔ → 0 
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2.  lim
௬→∞

ݕ2 tan గ

௬
ൌ 	 lim

௬→∞
2 గ

௫
tan ݔ ൌ 	 lim

௬→∞
	ߨ2 ୱ୧୬௫

௫ ୡ୭ୱ௫
ൌ  ߨ2

 Let ݔ ൌ గ

௬
		⟹ ݕ		 ൌ గ

௫
 

ݕ         → 	∞	 ⟹ ݔ → 0 

3.  lim
௫	→	ି

ഏ
ఴ

ୱ୧୬ଶ௫ାୡ୭ୱଶ௫

௫ା	
ഏ
ఴ

ൌ lim
௬→଴	

ୱ୧୬ଶቀ௬ି	
ഏ
ఴ
	ቁାୡ୭ୱଶቀ௬ି	

ഏ
ఴ
	ቁ

௬
ൌ	 

Let ݕ ൌ ݔ ൅ గ

଼
		⟹ ݔ		 ൌ ݕ െ గ

଼
 

ݔ       → 	െ గ

଼
			⟹ 	ݕ			 → 0 

  lim
௬	→଴

ୱ୧୬ቀଶ௬ି	
ഏ
ర
	ቁ ୡ୭ୱቀଶ௬ି	

ഏ
ఴ
	ቁ

௬
ൌ 	 lim

௬	→଴

ୱ୧୬ଶ௬ ୡ୭ୱ
ഏ
ర
	–	ୡ୭ୱ ଶ௬ ୱ୧୬

ഏ
ర
	ାୡ୭ୱଶ௬ ୡ୭ୱ

ഏ
ర
	ା	ୱ୧୬ଶ௬ ୱ୧୬

ഏ
ర
	

௬
ൌ

	 lim
௬	→଴

భ

√మ
ୱ୧୬ଶ௬ି		

భ

√మ
ୡ୭ୱଶ௬	ା		

భ

√మ
ୡ୭ୱଶ௬	ା		

భ

√మ
ୱ୧୬ଶ௬

௬
ൌ 	 lim

௬	→଴

మ

√మ
	ୱ୧୬ଶ௬	

௬
ൌ 	

ଶ

√ଶ
lim
௬	→଴

ୱ୧୬ଶ௬
మ೤
మ

	ൌ 	
ସ

√ଶ	
ൌ

2√2 

 

4.lim
௫→଴

ୱ୧୬ሺଵି	ୡ୭ୱ௫ሻ

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ୱ୧୬ሺଵି	ୡ୭ୱ௫ሻ

௫
∗
ଵି	ୡ୭ୱ௫

ଵି	ୡ୭ୱ௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ଵି	ୡ୭ୱ௫

௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ଵି	ୡ୭ୱ௫

௫
∗

ଵା	ୡ୭ୱ௫

ଵା	ୡ୭ୱ௫
ൌ 	 lim

௫→଴

ଵି	ୡ୭ୱమ ௫

௫ሺଵା	ୡ୭ୱ௫ሻ
ൌ 	 lim

௫→଴

ୱ୧୬మ ௫

௫ሺଵାୡ୭ୱ௫ሻ
ൌ 

 lim
௫→଴

ୱ୧୬௫

௫
∗ lim
௫→଴

ୱ୧୬௫

ሺଵାୡ୭ୱ௫ሻ
ൌ 1 ∗

଴

ଶ
ൌ 0 

 

5.lim
௛→଴

ୱ୧୬ሺ௫ା௛ሻି	ୱ୧୬௫

௛
ൌ 	 lim

௛→଴

ୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ௛ାୱ୧୬௛ ୡ୭ୱ௫ି	ୱ୧୬௫

௛
ൌ lim

௛→଴

ୱ୧୬௫	ሺୡ୭ୱ௛ି	ଵሻାୱ୧୬௛ ୡ୭ୱ௫

௛
ൌ

	lim
௛→଴

ୱ୧୬௫	ሺୡ୭ୱ௛	ି	ଵሻ

௛
൅	 lim

௛→଴

ୱ୧୬௛ ୡ୭ୱ௫

௛
ൌ sin ݔ lim

௛→଴

ୡ୭ୱ௛ିଵ

௛
൅ cos ݔ 	 lim

௛→଴

ୱ୧୬௛	

௛
ൌ

ሺsin 	ݔ lim
௛→଴

ୡ୭ୱ௛ିଵ

௛
∗
ୡ୭ୱ௛ାଵ

ୡ୭ୱ௛ାଵ
	ሻ ൅ cos ݔ ൌ ሺsin 	ݔ lim

௛→଴

ିୱ୧୬మ ௛

௛ሺୡ୭ୱ௛ାଵሻ
ሻ ൅ cos ݔ ൌ

ሺsin 	ݔ lim
௛→଴

ୱ୧୬௛

௛
∗ 	 lim

௛→଴

ିୱ୧୬௛

ሺୡ୭ୱ௛ାଵሻ
ሻ ൅ cos ݔ ൌ sin ݔ ൅ 1 ∗

଴

ଶ
൅ cos ݔ ൌ cos  	ݔ

Ex:  lim
௫→	

ഏ
మ

ሺtan ݔ െ sec 	ሻݔ ൌ 	 lim
௫→	

ഏ
మ

ሺ
ୱ୧୬௫

ୡ୭ୱ௫
െ	

ଵ

ୡ୭ୱ௫
ሻ ൌ 	 lim

௫→	
ഏ
మ

ୱ୧୬௫ିଵ

ୡ୭ୱ௫
∗
ୱ୧୬௫ାଵ

ୱ୧୬௫ାଵ
ൌ

	 lim
௫→	

ഏ
మ

ିୡ୭ୱమ ௫

ୡ୭ୱ௫	ሺୱ୧୬௫ାଵሻ
ൌ 	 lim

௫→	
ഏ
మ

ିୡ୭ୱ௫

ୱ୧୬௫ାଵ	
ൌ

଴

ଶ
ൌ 0 
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H.W: 

1.	lim
௫→

ഏ
మ

		ሺ
గ

ଶ
െ  ݔ݊ܽݐ	ሻݔ	

2.
 

)2(lim 2 xxx
x


  

3.		lim
௫→∞

௫	ା	௦௜௡	௫ାଶ√௫

௫	ା௦௜௡	௫
 

4.	 lim
௫→∞

݂ሺݔሻ		݂݅							
ଷ௫ିସ

௫
	൏ 			݂ሺݔሻ 			൏ 		

ଷ௫మାହ௫

௫మ
 

5.lim
௫→ଶ

ସି௫మ

ଷି	√௫మା	ହ	
 

6. lim
௫→௔	

௫మି	ሺ௔ା௕ሻ௫ା௔௕

௫ି௔
 

7. lim
௫→଴	

ୡ୭୲ ସ௫

ୡ୭୲ ଷ௫	
 

8. lim
௫→

ഏ
ర
	

ୡ୭ୱ௫ିୱ୧୬௫	

௫ି	
ഏ
ర

 

9. lim
௫→଴	

୲ୟ୬ሺ௫ିୱ୧୬௫ሻ

௫
 

ሻݔሺ݂	݂ܫ.10 ൌ 	݂݀݊݅		ଶݔ5 lim
௫→ଶ	

௙ሺ௫ሻି	௙ሺଶሻ

௫	ି	ଶ
 

 
12. Find the verƟcal and horizontal asymptotes to the following funcƟon. 

 ܽሻ	ݕ ൌ
௫ାଵ

√௫మି	ସ	
 

 ܾሻ	ݕ ൌ
ଶ௫మି		௫	ା		ହ	

଺௫మା		ହ௫	ିଵ
 

 
Continuous Functions : 
 
The function ݕ ൌ ݂ሺݔሻ is continuous at ݔ ൌ ܿ if and only if all three of the following statements 

are true: 

1. ݂ሺܿሻ exists (c lies in the domain of f) 

2.lim
௫→௖

݂ሺݔሻ	  exists (f  has a limit as x⟶c) 

3. lim
௫→௖

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺܿሻ  (the limit equals the function value)	 

(The limit in the continuity test is to be two sided if c an interior point of the domain of ݂ , it is to 

be the appropriate one‐sided limit if  c  is an end point of the domain). 
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For example: for the function shown in the Figure.  

a) f  is conƟnuous at x = 0 because  

i) f(0) exists (it equals 1) 

ii)  lim
௫→଴శ	

݂ሺݔሻ ൌ 1 (f  has a limit as x⟶0+ ) 

iii)  lim
௫→଴శ	

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ0ሻ (the limit equals the function value) 

b) f  is disconƟnuous at x = 1 because  lim
௫→ଵ	

݂ሺݔሻ does not exist.(LL≠RL) 

c) f  is disconƟnuous at x = 2 because  lim
௫→ଶ	

݂ሺݔሻ 	് ݂ሺ2ሻ 

d) f  is conƟnuous at x = 3 because : 

i) f(3) exists (it equals 2) 

ii) lim
௫→ଷ

݂ሺݔሻ ൌ 2 (f has a limit as x⟶3) 

iii)  lim
௫→ଷ	

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ3ሻ (the limit equals the function value)  

e) f  is conƟnuous at x=4 because  

i) f(4) exists (it equals 1) 

ii)  lim
௫→ସష	

݂ሺݔሻ ൌ 1 ( f  has a limit as x→ 4‐) 

iii)  lim
௫→ସష	

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺ4ሻ (the limit equals the function value) 

Theorem: 

If the following f and g  are continuous at x=c, then the following combinations are continuous at 

x=c  

  f + g  ,  f ‐ g  ,  f * g  ,  k * g (k=any number) ,  f / g  (g(c)≠0) ,  f o g  ,  g o f  ,  ඥ݂೙ 		(f(c) >0, n= even). 

Some functions are always continuous: 

1. polynomials funcƟons 

ሻݔሺܨ			 ൌ 	ܽ଴	ݔ௡ 	൅	ܽଵ	ݔ௡ିଵ	൅. . …൅	ܽ௡ 

2. The funcƟons ܿݏ݋	ݔ  and  ݊݅ݏ	ݔ. 

3. RaƟonal funcƟons (a rational function is continuous 

everywhere except at the point where the denominator is zero). 

Theorem:  
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If f  is continuous on ሾܽ, ܾሿ , and if f(a) and f(b) have opposite signs, then there is at least one 

solution of the equation f(x)=0 in the interval (a , b).  

 

 

 

 
Example: 

If the function f(x) is continuous in all points in the interval, find a, and b. 

 ݂ሺݔሻ ൌ 	 ൝
െ1																					ݔ ൑ 0

ݔܽ ൅ ܾ												0 ൏ ݔ ൏ 1
ݔ																								1 ൒ 1

 

Solution.  

 at x=0   ⟹   f(o) = ‐1 

LL =  lim
௫→଴ష	

݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→଴	

െ1 ൌ െ1 

RL =  lim
௫→଴శ	

݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→଴	

ݔܽ ൅ ܾ ൌ ܾ 

∵RL = LL   ⟹   b = ‐1 

 at  x = 1   ⟹   f(1) = 1 

LL =  lim
௫→ଵష	

݂ሺݔሻ ൌ 	 lim
௫→ଵ	

ݔܽ ൅ ܾ ൌ ܽ ൅ ܾ  

RL =  lim
௫→ଵశ	

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→ଵ	

1 ൌ 1 

∵ RL = LL   ⟹  a + b =1   ⟹   a – 1 =1   ⟹   a = 2 

 

 

 

 

 

ሺܽሻܨ ൐0 

ሺܾሻܨ ൏ 0

ሻݔሺܨ ൌ 0
a b 
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DIFFERENTIATION 
5 

 

Tangent lines and rates of change: 

On question that motivated the development of calculus was a geometry problem, the tangent 

problem. This problem asks, "What is the slope of the tangent 

line to the graph of a function y=f(x) at a point P on its graph?" 

   

 

The tangent line ܮ௧	  to the graph of a function ݕ ൌ ݂ሺݔሻ 

at a point ܲ necessarily contains the point ܲ. To find an 

equation for ܮ௧ using the point –slope from of the 

equation of a line, it remains to find the slope mtan of the 

tangent line. 

Suppose that the coordinates of the point ܲ are 

ሺܿ	, ݂ሺܿሻሻ.Locate another point ܳ ൌ ሺݔ	, ݂ሺݔሻሻ on the graph of  f . The line containing ܲ and ܳ	is a 

secant line. The slope of msec of the secant line is 

݉௦௘௖ ൌ
௙ሺ௫ሻି	௙ሺ௖ሻ

௫ି௖
  

 

Now look at figure. As we move along the graph of ݂ from ܳ toward ܲ, we obtain a succession of 

secant lines. The closer we get to ܲ, the closer the secant line is to the tangent line ܮ௧. The limiting 

position of these secant lines is to the tangent line ܮ௧. Therefore, the limiting value of the slopes of 
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these secant lines equals the slope of the tangent line. But, as we move from ܳ towards ܲ, the 

value of ݔ get closer to	ܿ 	. Therefore, 

݉௧௔௡ ൌ lim
௫→௖

݉௦௘௖ ൌ lim
௫→௖

௙ሺ௫ሻି	௙ሺ௖ሻ

௫ି௖
  

 

Or     ݉௧௔௡ ൌ lim
௛→଴

௙ሺ௫బା௛ሻି	௙ሺ௫బሻ

௛
  

Or we can say ݂ ′′′′′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

௙ሺ௫బା௛ሻି	௙ሺ௫బሻ

௛
 

Where ݂ᇱሺݔሻis read "  prime of ݔ	" 

 

 

 

 

Ex: Let f(x) = x2 + 1 

a) Find f  ̀(x)         b) f  ̀(2) , f  ̀(0) , f  ̀(‐2) 

Sol. 

݂	̀ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ 	݂ሺݔሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

ሺሺݔ ൅ ݄ሻଶ ൅ 	1ሻ െ ሺݔଶ ൅ 	1ሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

ଶݔ ൅ ݄ݔ2	 ൅ ݄ଶ ൅ 	1	 െ ଶݔ െ 	1
݄

ൌ lim
௛→଴

݄ݔ2 ൅ ݄ଶ

݄
ൌ lim

௛→଴

݄ሺ2ݔ ൅ ݄ሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

ሺ2ݔ ൅ ݄ሻ ൌ  ݔ2

 		݂ᇱሺ2ሻ ൌ 2 ∗ 2 ൌ 4 

    ݂ᇱሺ0ሻ ൌ 0 

    ݂ᇱሺെ2ሻ ൌ െ4 

 

H.W. Find the tangent slope to the curve ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ଶ௫ିଵ
  at x=1 
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The Derivative 

Definition: The function ݂′ defined by the formula 

݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ 	݂ሺݔሻ
݄

 

Is called the derivative with respect to x of the function f  . The domain of  ݂ᇱconsists of all x for 

which the limit exists. 

݂ᇱ is the function whose value at x is the slope of the tangent line to the graph of f at x. 

or ݂ᇱ is the function whose value at x is the instantaneous rate of change of y with respect to x at 

the point x. 

Differentiable function: a function that is differentiable at every point of its domain. 

Differentiable at the point : a function that has a derivative at a point x. 

The most common notations for the derivative of a function y=f(x), beside  ݂ᇱ (x), are: 

,		ᇱݕ  ௗ௬
ௗ௫
		 , ௗ௙

ௗ௫
		 , ,	௫ሺ݂ሻܦ

ௗ

ௗ௫
ሺ݂ሻ 

 

Ex: a) Find the derivative of ݕ ൌ   .for x > 0  ݔ√	

b) Find the tangent line to the curve ݕ ൌ ݔ	ݐܽ		ݔ√ ൌ 4. 

Sol. 

 a) ݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

௙ሺ௫ା௛ሻି	௙ሺ௫ሻ

௛
ൌ 	 lim

௛→଴

√௫ା௛	ି	√௫	

௛
ൌ lim

௛→଴

√௫ା௛	ି	√௫	

௛
∗ 	√௫ା௛		ା	√௫	

√௫ା௛		ା	√௫	
ൌ lim

௛→଴

௫	ା	௛	ି	௫

௛൫√௫ା௛	ା	√௫	൯
ൌ

lim
௛→଴

௛

௛൫√௫ା௛	ା	√௫	൯
ൌ ଵ

ଶ√௫
  

 

b)the slope of the curve at x = 4 is ݂ᇱሺ4ሻ ൌ ଵ

ଶ√ସ	
ൌ ଵ

ସ
 

    the tangent is the line through the point ( 4 , 2) with slope 

1/4 : 

ݕ ൌ 2 ൅	
1
4
	ሺݔ െ 4ሻ 	⟹ ݕ ൌ	

1
4
ݔ ൅ 1 
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Differentiation Rules: 

If  ݑ	 and  ݒ  are differentiable functions at ݔ. 

1.
ௗ

ௗ௫
	݇ ൌ 0 (k = constant number) 

2.
ௗ

ௗ௫
ሺݔ௡ሻ ൌ  ௡ିଵݔ	݊

3.
ௗ

ௗ௫
	ሺ݇	ݑሻ ൌ ݇	 ௗ௨

ௗ௫
 

4. 
ௗ

ௗ௫
	ሺܿ	ݔ௡ሻ ൌ  ௡ିଵݔ	݊	ܿ

5. 
ௗ

ௗ௫
	ሺݑ ൅ ሻݒ ൌ ௗ௨

ௗ௫
൅ ௗ௩

ௗ௫
 

6. 
ௗ

ௗ௫
ሺݑ െ ሻݒ ൌ ௗ௨

ௗ௫
െ ௗ௩

ௗ௫
 

7. 
ௗ

ௗ௫
ሺݑ ∙ ሻݒ ൌ ݑ ௗ௩

ௗ௫
൅ 	ݒ ௗ௨

ௗ௫
 

8.	 ௗ
ௗ௫
ቀ௨
௩
ቁ ൌ 	

௩	೏ೠ
೏ೣ
	–	௨	೏ೡ

೏ೣ

௩మ
         	ሺݒሺݔሻ ് 0ሻ 

 

Higher Derivatives: 

If the derivative ݂ᇱof a function f  itself differentiable, then the derivative of f  ̀is denoted by f '' and 

is called second derivative of  f . As long as we have differentiability, we can continue the process 

of differentiating derivative to obtain third, fourth, fifth, and even higher derivative of f . 

݂ᇱᇱሺݔሻ	, ,		ᇱᇱݕ
݀
ݔ݀

݂ᇱ,
ᇱݕ݀

ݔ݀
		 ,

݀
ݔ݀

൬
ݕ݀
ݔ݀
൰ ൌ

݀ଶݕ
ଶݔ݀

	 

݂ᇱᇱᇱሺݔሻ	, ,		ᇱᇱᇱݕ
݀
ݔ݀

݂ᇱᇱ,
ᇱᇱݕ݀

ݔ݀
		 ,

݀
ݔ݀

൬
݀
ݔ݀

ሺ
ݕ݀
ݔ݀
ሻ൰ ൌ

݀ଷݕ
ଷݔ݀

	 

݂ᇱᇱᇱᇱሺݔሻ	, …… .. 
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Derivative of Trigonometric Functions: 

௫ܦ .1 sin ݔ ൌ cos  ݔ

௫ܦ .2 cos ݔ ൌ 	െ sin  ݔ

௫ܦ .3 tan ݔ ൌ secଶ  ݔ

௫ܦ .4 cot ݔ ൌ 	െ cscଶ  ݔ

௫ܦ .5 sec ݔ ൌ sec ݔ tan  	ݔ

௫ܦ .6 csc ݔ ൌ 	െ csc ݔ cot  	ݔ

Ex: Prove that		ܦ௫ sin ݔ ൌ cos  .ݔ

௫ܦ sinݔ ൌ lim݄→0
sinሺݔ ൅ ݄ሻ െ	sinݔ

݄
ൌ	 lim

݄→0

sinݔ cos݄൅ sin݄ cosݔ െ	sinݔ
݄

ൌ	 lim
݄→0

sinݔ	ሺcos݄ െ 	1ሻ ൅ sin݄cosݔ
݄

ൌ	 lim
݄→0

sinݔ	ሺcos݄	 െ 	1ሻ
݄

൅	lim
݄→0

sin݄ cosݔ
݄

ൌ sinݔ lim
݄→0

cos݄ െ 1
݄

൅ cosݔ	lim
݄→0

sin݄	
݄

ൌ ሺsinݔ	 lim
݄→0

cos݄െ 1
݄

∙
cos݄ ൅ 1
cos݄ ൅ 1

	ሻ ൅ cosݔ

ൌ ሺsinݔ	 lim
݄→0

െsin2 ݄
݄ሺcos݄ ൅ 1ሻ

ሻ ൅ cosݔ ൌ cosݔ 

 

Derivative of The Inverse Trigonometric Functions: 

௫ܦ .1 sinିଵ ݔ ൌ 	
ଵ

√ଵି௫మ		
 

௫ܦ .2 cosିଵ ݔ ൌ 	
ିଵ

√ଵି௫మ	
 

௫ܦ .3 tanିଵ ݔ ൌ
ଵ

ଵା௫మ	
 

௫ܦ .4 cotିଵ ݔ ൌ
ିଵ

ଵା௫మ	
 

௫ܦ .5 secିଵ ݔ ൌ
ଵ

|௫|√௫మି	ଵ		
 

௫ܦ .6 cscିଵ ݔ ൌ
ିଵ

|௫|√௫మି	ଵ		
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Example: Prove that ܦ௫ sinିଵ ݔ ൌ 	
ଵ

√ଵି௫మ		
	. 

 Y = sin‐1 x   ⟹   x = sin y               
ିగ

ଶ
	൑ ݕ ൑ 	 గ

ଶ
 

                             1 = cos y 
ௗ௬

ௗ௫
 

                          
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 	 ଵ

ୡ୭ୱ௬
ൌ 	 ଵ

ඥଵିୱ୧୬మ ௬	
ൌ 	 ଵ

√ଵି௫మ	
 

Existence of Derivative: 

1. a corner, where the one – sided derivative differ. 

LD ≠ RD 

 

2. a cusp, where the slope of PQ approaches ∞ from one side and 

‐ ∞  from the other  

 

 

 

   

 a vertical tangent, where the slope of PQ approaches ∞ from 

both sides or approaches ‐∞ from both sides (here, ‐∞) 

             

 

 

3. a discontinuity . 

 

Theorem:  

If f has a derivative at x = c, then f is continuous at x = c. 

RD and LD: 
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Right derivative = RD =  lim
௫→௔శ	

݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
ఢ→଴

݂ᇱሺܽ ൅ ߳ሻ 

Left derivative = LD =  lim
௫→௔ష	

݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
ఢ→଴

݂ᇱሺܽ െ ߳ሻ 

If LD =RD ⟹ differentiable function  

Ex: Show that ݂ሺݔሻ ൌ   .0 = ݔ is not differentiable at |ݔ|

Sol.: ݂ሺݔሻ ൌ |ݔ| ൌ ቄ ݔ										ݔ ൒ 0
െݔ									ݔ ൏ 0	

 

                   ݂ᇱሺݔሻ ൌ ቄ ݔ												1 ൒ 0
െ1									ݔ ൏ 0		

 

ܦܴ ൌ lim
௫→଴శ	

݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
௫→଴	

1 ൌ 1 

ܦܮ ൌ lim
௫→଴ష	

݂ᇱሺݔሻ ൌ lim
௫→଴	

െ1 ൌ െ1 

RD ≠ LD 

Ex: ݕ ൌ  .is not differenƟable at x=0 ݔ√

      ݂ᇱሺݔሻ ൌ ଵ

ଶ√௫
			⟹ ݂ᇱሺ0ሻ ൌ ଵ

	଴	
ൌ 	∞ 

The graph has a vertical tangent at the origin. 

 

The Chain Rule: 

If f(u)is differentiable at the point u = g(x) and g(x) is differentiable at x, then the composite 

function (f o g))(x)=f(g(x)) is differentiable at x, and 

(f o g)'(x)=f'(g(x))g'(x). 

If y = f(u) and u = g(x), then 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ݕ݀
ݑ݀

∙ 	
ݑ݀
ݔ݀

 

Example: y=sin 2y find ݕᇱ 

Solution. 

      y'=cos 2y (2) = 2cos 2y 

And if  y=f(u) ,   u=g(v) ,   v=h(x) 

Y=f(g(h(x))) 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ݕ݀
ݑ݀

∙ 	
ݑ݀
ݒ݀

∙ 	
ݒ݀
ݔ݀

 

Example: ݕ ൌ secଶ  .′ݕ find 	ݔ√

ᇱݕ       ൌ 2 sec√ݔ	 ∙ sec√x	 ∙ tan√ݔ		ቀ
ଵ

ଶ√௫	
ቁ 
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Example: Find 
ௗ௪

ௗ௧
ݓ	݂݅	 ൌ tan ܽ		݀݊ܽ		ݔ ൌ ଷݐ4 ൅  ݐ

      
ௗ௪

ௗ௧
ൌ 	

ௗ௪

ௗ௫
∙ 	
ௗ௫

ௗ௧
 

            ൌ ௗ

ௗ௫
ሺtan ሻ	ݔ ∙ 	 ௗ

ௗ௧
	ሺ4ݐଷ ൅ ሻ    ൌݐ	 secଶ ଶݐ	ሺ12	ݔ ൅ 	1ሻൌ secଶሺ4ݐଷ ൅ ሻݐ	 ∙ ሺ12	ݐଶ ൅ 	1ሻ 

Example: Find 
ௗ௬	

ௗ௧	
ݕ	݂݅	 ൌ ଶݐ sec√ݐݓ	. 

                         
ௗ௬

ௗ௧
ൌ 		ݐݓ√݊ܽݐ		ݐݓ√ܿ݁ݏ	ଶݐ

௪

ଶ√௪௧	
൅ sec√ݐݓ			ሺ2ݐሻ 

Example: Find y''' if ݕ ൌ ݔ2 sinିଵ ݔ2 ൅	√1 െ  .	ଶݔ4

ᇱݕ ൌ ݔ2 ∙
2

√1 െ 	ଶݔ4
൅ sinିଵሺ2ݔሻሺ2ሻ ൅

െ8ݔ

2√1 െ 	ଶݔ4
 

     ൌ ସ௫

√ଵିସ௫మ	
൅ 2 sinିଵ2ݔ െ ସ௫

√ଵିସ௫మ	
ൌ 2 sinିଵ  ݔ2

ᇱᇱݕ ൌ 2 ∙
2

√1 െ 	ଶݔ4
ൌ

4

√1 െ 	ଶݔ4
 

ᇱᇱᇱݕ ൌ 4 ൬
െ1
2
൰ ሺെ8ݔሻሺ1 െ ଶሻݔ4

ିଷ
ଶ ൌ

ݔ16

ሺ1 െ ଶሻݔ4
ଷ
ଶ

		 

H.W.: Prove that 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ √ܽଶ െ	ݔଶ		݂݅	ݕ ൌ ቀ ௔

	ଶ		

ଶ
ቁ sinିଵ ቀ௫

௔
ቁ ൅	ቀ௫

ଶ
ቁ√ܽଶ െ	ݔଶ	 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ܽଶ

2
∗

1
ܽ

ට1 െ ଶݔ
ܽଶ

൅
ݔ
	2	
	

െ2ݔ

2√ܽଶ െ	ݔଶ	
൅
1
2
ඥܽଶ െ	ݔଶ	 

 

Parametric Equations: 

If ݔ	and ݕ are given as functions 	ݔ ൌ ݂ሺݐሻ, ݕ ൌ ݃ሺݐሻ	over an interval of t‐values, then the set of 

points ሺݔ, ሻݕ ൌ ൫݂ሺݐሻ, ݃ሺݐሻ൯ defined by these equations is a parametric curve. The equations are 

parametric equations for the curve. 

 

Slopes of Parameterized Curves: 

A Parameterized curve ݔ ൌ ݂ሺݐሻ and ݕ ൌ ݃ሺݐሻ	 is differentiable at ݐ if f and g differentiable at t. 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ 	
	
ݕ݀
ݐ݀ 	

	ݔ݀	
ݐ݀
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݀ଶݕ
ଶݔ݀

ൌ

′ݕ݀
ݐ݀

	ݐ݀ݔ݀	
 

Example: Find 
ௗమ௬

ௗ௫మ
 from the parametric equations ݕ	 ൌ secିଵ ଵ

√ଵି௧మ
	ݔ			,		 ൌ 	 ௧

√ଵି௧మ
 

Solution: ݕ ൌ cosିଵ √1 െ  	ଶݐ

						
ݕ݀
ݐ݀

ൌ
െ1

ඥ1 െ ሺ1 െ 	ଶሻݐ
∙

െ2ݐ

2√1 െ 	ଶݐ
ൌ

ݐ2

1√ݐ2 െ 		ଶݐ
ൌ

1

√1 െ 	ଶݐ
 

					
ݔ݀
ݐ݀

ൌ
√1 െ 	ଶݐ െ ݐ	 ∙ െ2ݐ

2√1 െ 	ଶݐ
1 െ 	ଶݐ

ൌ
√1 െ 	ଶݐ ൅ ଶݐ

√1 െ 	ଶݐ
1 െ 	ଶݐ

ൌ
1

ሺ1 െ ଶሻݐ
ଷ	
ଶ

 

					
ݕ݀
ݔ݀

ൌ

ݕ݀
ݐ݀
ݔ݀
ݐ݀

ൌ

1
√1 െ 	ଶݐ

1

ሺ1 െ ଶሻݐ
ଷ	
ଶ 	

ൌ
1

√1 െ 	ଶݐ
∙ ሺ1 െ ଶሻݐ

ଷ	
ଶ ൌ ሺ1 െ  ଶሻݐ

݀ଶݕ	
	ଶݔ݀

ൌ

′ݕ݀
ݐ݀

	ݐ݀ݔ݀	
ൌ

െ2ݐ
1

ሺ1 െ ଶሻݐ
ଷ	
ଶ

ൌ െ2ݐሺ1 െ ଶሻݐ
ଷ	
ଶ  

H.W.: For the following parametric equation ൌ cotିଵ 	ݐ√ , ݕ ൌ
ଵ

௧ାଵ	
 , find 

ௗ௬

ௗ௫
, ௗ

మ௬

ௗ௫మ
	 at t = 2. 

Solution: 
ௗ௬

ௗ௧
ൌ ିଵ

ሺ௧ାଵሻమ	
				 , ௗ௫

ௗ௧	
ൌ ିଵ

ଵା௧	
ሺ ଵ

ଶ√௧	
ሻ 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ

ݕ݀
ݐ݀
ݔ݀
ݐ݀

ൌ

െ1
ሺݐ ൅ 1ሻଶ	
െ1
1 ൅ 	ݐ ሺ

1
	ݐ√2

ሻ
ൌ

1
ሺ1 ൅ 	ሻଶݐ

ሺ1 ൅ ൯	ݐ√ሻ൫2ݐ ൌ
2√2	
3

 

݀ଶݕ	
	ଶݔ݀

ൌ

′ݕ݀
ݐ݀

	ݐ݀ݔ݀	
ൌ

ሺ1 ൅ ሻݐ 1
	ݐ√

െ 	ݐ√2

ሺ1 െ ሻଶݐ

െ1
ሺ1 ൅ ሻ	ݐ√ሻሺ2ݐ

ൌ
2
	3	

 

Implicit Differentiation: 

ݕ .1 ൌ ଶݔ√ ൅  ሻݕ/ݐ݈݅ܿ݅݌ݔሺ݁	ݔ		݂ܱ		.ݐ݂ܿ	ݕ          	1

ଶݕ .2 ൅ ݕݔ ൌ  ሻݕ/ݐ݈݅ܿ݅݌ሺ݅݉	ݔ		݂ܱ		.ݐ݂ܿ	ݕ								   2

Example: Find 
ௗ௬

ௗ௫
 if 5ݕଶ ൅ sin ݕ ൌ  .ଶݔ

Solution: 10ݕݕᇱ ൅ cos ᇱሻݕሺ	ݕ ൌ ݔ2 	⟹ ᇱݕ ൌ ଶ௫

ଵ଴௬ାୡ୭ୱ௬
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H.W.: Find 
ௗ௬

ௗ௫
  if  

ଵ

௫ା௬	
െ ଵ

௫ି௬	
ൌ 2 

ݔ െ ݕ െ ሺݔ ൅ ሻݕ
ሺݔ ൅ ݔሻሺݕ െ ሻݕ

ൌ 2 ⟹ ݔ െ ݕ െ ݔ െ ݕ ൌ 2ሺݔ ൅ ݔሻሺݕ െ  	ሻݕ

െ2ݕ ൌ 2ሺݔ ൅ ݔሻሺݕ െ  ሻݕ

െݕ ൌ ଶݔ ൅ ݕݔ െ ݕݔ െ  ଶݕ

ଶݕ െ ݕ െ ଶݔ ൌ 0	 ⟹ ᇱݕݕ2 െ ᇱݕ െ ݔ2 ൌ 0	 ⟹ ݕᇱሺ2ݕ െ 1ሻ ൌ 	ݔ2 ᇱݕ	⟹ ൌ
ݔ2

ݕ2 െ 1	
 

 

Example: Find the points of function ݔଶ െ ݕݔ ൅ ଶݕ ൌ 1 at which the tangent is horizontal line. 

Solution. 

ݔ2  െ ሺݕݔᇱ ൅ ሻݕ ൅ ᇱݕݕ2 ൌ 0		 ⟹ ݔ2	 െ ᇱݕݔ െ ݕ ൅ ᇱݕݕ2 ൌ 0 

ݕᇱሺ2ݕ         െ ሻݔ ൌ ݕ െ 		ݔ2 ⟹		 ᇱݕ ൌ ௬ିଶ௫

ଶ௬ି௫
 

The tangent is horizontal ⟹ 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 0	 ⟹ ௬ିଶ௫

ଶ௬ି௫
ൌ 0 ⟹ ݕ ൌ  ݔ2

H.W. : Find 
ௗ௬

ௗ௫
 if tan ቀ௦௜௡௫

௖௢௦௫
ቁ ൅ ݔܿݏܿݕ ൌ  .ݕଶݔ

Sol.: secଶሺݔ݊ܽݐሻ secଶ ݔ ൅ ሺെݕ cot ݔ csc ሻ	ݔ ൅ csc ᇱሻݕሺ	ݔ ൌ ᇱݕଶݔ ൅  ݕݔ2

ᇱሺcscݕ          ݔ െ ଶሻݔ ൌ ݕݔ2 െ secଶሺtan ሻݔ secଶ ݔ ൅ ݕ cot ݔ csc  ݔ

ᇱݕ          ൌ ଶ௫௬ିୱୣୡమሺ୲ୟ୬௫ሻ ୱୣୡమ ௫ା௬ ୡ୭୲ ௫ ୡୱୡ ௫

ୡୱୡ ௫ି௫మ
 

 

H.w. Find y' for cotିଵ ଵ

	௬	
ൌ  .ݕݔ

Sol.:		

െ1

1 ൅ ቀ1ݕቁ
ଶ ሺെݕ

ିଶ	ݕᇱሻ ൌ ᇱݕݔ ൅  ݕ

ଶିݕ ∗ ଶݕ

ଶݕ ൅ 1
ᇱݕ െ ᇱݕݔ ൌ 	ݕ ⟹ ᇱݕ ൬

1
ଶݕ ൅ 1

െ ൰ݔ ൌ  ݕ

 

H.W.: Find the slope of the tangent line at (4 , 0) to the graph of 7ݕସ ൅ ݕଷݔ ൅ ݔ ൌ 4. 

          Sol.: 28ݕଷݕᇱ ൅ ᇱݕଷݔ ൅ ଶሻݔሺ3ݕ ൅ 1 ൌ 0 

ᇱݕଷݕᇱሺ28ݕ                    ൅	ݔଷሻ ൌ 	െ3ݔݕଶ െ 1 

ᇱݕ                    ൌ ିଷ௬௫మିଵ

ଶ଼௬యା௫య	
				⟹ 		 ௗ௬

ௗ௫
@ሺ4,0ሻ ൌ ିଵ

଺ସ
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Displacement, Velocity, and Acceleration: 

Suppose that an object is moving along a coordinate line (say an s‐

axis)so that we know its position  s  on that line as a function of time t:  

ݏ ൌ ݂ሺݐሻ 

The displacement of the object over the time interval from t to t + ∆t is: 

ݏ∆ ൌ ݂ሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ݂ሺݐሻ, 

and the average velocity of the objective over that time interval is: 

௔௩ݒ ൌ
ݐ݈݊݁݉݁ܿܽ݌ݏ݅݀
݁݉݅ݐ	݈݁ݒܽݎݐ

ൌ
ݏ∆
ݐ∆

ൌ
݂ሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ݂ሺݐሻ

ݐ∆
 

To find the body's velocity at the exact instant t, we take the limit of the average velocity over the 

interval from  ݐ  to  ݐ ൅  .ݐ  shrinks to zero. This limit is the derivative of f with respect to  ݐ∆ as  ݐ∆

ሻݐሺݒ ൌ
	ݏ݀	
ݐ݀	

ൌ lim
∆௧→଴

݂ሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ݂ሺݐሻ
	ݐ∆

 

Acceleration is the derivative of velocity with respect to time. If a body's position at time t is at 

time  t  is ݏ ൌ ݂ሺݐሻ, then the body's acceleration at time  t  is: 

ܽሺݐሻ ൌ
	ݒ݀
	ݐ݀

ൌ
݀ଶݏ	
ଶݐ݀

 

 

Related Rates 

In this section we look at problems that ask for the rate at which some variable change. In each 

case the rate is a derivative that has to compute from the rate is a derivative that has to be 

computed from the rate at which some other variable (or perhaps several variables) is known to 

change. 

Related Rates Equations 

Suppose we are pumping air into a spherical balloon. Both the volume and radius of the balloon 

are increasing over time. If V is the volume and r is the radius of the balloon at an instant of time 

then 

ܸ ൌ
4
3
 ଷݎߨ

Using the chain rule, we differentiate to find the related rates equation 

ܸ݀
ݐ݀

ൌ
ܸ݀	
ݎ݀

	ݎ݀
ݐ݀

ൌ ଶݎߨ4
	ݎ݀
ݐ݀
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So if we know the radius r of the balloon and the rate dV/dt  at 
which the volume is increasing at a given instant of time, then 
we can solve this last equation for dr/dt to find how fast the 
radius is increasing at that instant. 
Example: Water runs into a conical tank at the rate of 9 Ō3/min. 
The tank stands point down and has a height of 10 Ō and a base 
radius of 5 Ō. How fast is the water level rising when the water 
is 6 Ō deep?  
Solution:  

The figure shows a partially filled conical tank. The variables in 
the problem are 
       V=volume (ft3) ,     x=radius(ft) ,     y=depth(ft) 

ݕ        ൌ 6							ܽ݊݀								 ௗ௏	
ௗ௧
ൌ  ݊݅݉/ଷݐ݂	9

       ܸ ൌ ଵ

ଷ
  ݕ	ଶݔ	ߨ	

       
௫

௬	
ൌ ହ

ଵ଴	
ݔ							ݎ݋								 ൌ ௬	

ଶ
 

      Therefore,   ܸ ൌ ଵ

ଷ
	ߨ	 ቀ௬

ଶ
ቁ
ଶ
ݕ ൌ గ

ଵଶ
 ଷݕ	

       
ௗ௏

ௗ௧
ൌ గ

ଵଶ
∙ ଶݕ3 ௗ௬	

ௗ௧
ൌ గ

ସ
ଶݕ	 	ௗ௬	

ௗ௧
 

       9 ൌ గ

ସ
	ሺ6ሻଶ 	ௗ௬	

ௗ௧
						⟹				 ௗ௬	

ௗ௧
ൌ ଵ

గ
ൎ 0.32 

Linearization 

As we can see the tangent to the curve ݕ ൌ  .ଶ lies close to the curve near the point of tangencyݔ
For a brief interval to either side, the y‐values along the tangent line give good approximation to 

the y‐values on the curve.  

If ݂ is differentiable at x = a, then the approximating 

function 

ሻݔሺܮ ൌ ݂ሺܽሻ ൅ ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 
is the linearization of	݂ at ܽ	 . The approximation 

݂ሺݔሻ ൎ  ሻݔሺܮ
of ݂	by ܮ is the standard linear approximation of ݂	at 
ܽ. The point ݔ ൌ ܽ is the center of the 
approximation.  
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Example1: Find the linearization of ݂ሺݔሻ ൌ √1 ൅ ݔ	ݐܽ		ݔ ൌ 0 

 

Solution: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
1	
2	
ሺ1 ൅ ሻିݔ

ଵ
ଶ	 

We have݂ሺ0ሻ ൌ 1	ܽ݊݀	݂ᇱሺ0ሻ ൌ ଵ

ଶ
	, giving the linearization  

ሻݔሺܮ ൌ ݂ሺܽሻ ൅ ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ ൌ 1 ൅
1
2
ሺݔ െ 0ሻ ൌ 1 ൅

ݔ
2
 

 

Look at how accurate the approximation √1 ൅ ݔ ൎ 1 ൅ ௫

ଶ
  for values of x near 0. 

As we move away from zero, we lose accuracy. For example, for x=2, the linearizaƟon gives 2 as 

the approximation for√3	, which is not even accurate to one decimal place. 

 

 

Example2:Find the linearization of ݂ሺݔሻ ൌ √1 ൅ ݔ		ݐܽ			ݔ ൌ 3. 

Solution: ݂ሺ3ሻ ൌ 2	,						݂ᇱሺ3ሻ ൌ ଵ

ଶ
ሺ1 ൅ ሻିݔ

భ
మ ൌ ଵ

ସ
	 

ሻݔሺܮ								 ൌ 2 ൅
1
4
ሺݔ െ 3ሻ ൌ

5
4
൅
ݔ
4
	 

        At x=3.2, the linearizaƟon in example 2 gives 

        √1 ൅ 	ݔ ൌ √1 ൅ 3.2	 ൎ 1 ൅ ଷ.ଶ

ଶ
ൌ 2.6 

        Which differs from the true value √4.2	 ൎ 2.04939 by less than 10ିଷ	 
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Intervals of Increasing and Decreasing: 

                     

 

 

 

 

 

 

 

Theorem: Let ݂	be a  function that  is continuous on a closed  interval ሾܽ, ܾሿ and differentiable on 

the open interval ሺܽ, ܾሻ. 

a) If ݂ᇱሺݔሻ ൐ 0 for every value of x in ሺܽ, ܾሻ ,then ݂	is increasing on ሾܽ, ܾሿ. 

b) If ݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 for every value of x in ሺܽ, ܾሻ ,then ݂	is decreasing on ሾܽ, ܾሿ. 

c) If ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 for every value of x in ሺܽ, ܾሻ ,then ݂	is constant on ሾܽ, ܾሿ. 

  

 

 

 

 

 

Concavity: 

The graph of a differentiable ൌ ݂ሺݔሻ . (T=transition point) 

a) Concave up on an interval ሺܽ, ܾሻ if ݂′ is increasing on ሺܽ, ܾሻ 

b) Concave down on an interval ሺܽ, ܾሻ if ݂′ is decreasing on ሺܽ, ܾሻ 

  

 

 

 

 

increasing increasingdecreasing constant

Tangent line have positive 
slope 				tan 0		ߠ ൏ ߠ ൏

ߨ
2

 

															݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 

Tangent line have negative 
slope     ߠ݊ܽݐ

గ

ଶ
൏ ߠ ൏  ߨ

݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 

Tangent line has zero 
slopes ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 

  

      		൅ ൅ ൅		0 െ െ െ 
݂ᇱሺݔሻ 

 െെെ 0 ൅ ൅ ൅ 
  

ܶሺ݂ᇱ ൌ 0ሻ

ܶሺ݂ᇱ ൌ 0ሻ
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The second derivative test for concavity: 

The graph of ݕ ൌ ݂ሺݔሻ is: 

Concave down on any interval where  ݕ′′ ൏ 0.      

Concave up on any interval where  ݕ′′ ൐ 0.      

 

Points of inflection:  

A  point  on  the  graph  of  a  differentiable  function where  concavity  changes  is  called  a  point  of 

inflection.    

݂ᇱᇱሺݔሻ						      		൅ ൅ ൅ ൅ ൅0 െ െ െ െെ                                               ݂ᇱᇱ ൐ 0												݂′′ ൏ 0 

                                  ∪																∩ 

 

 

Maxima and Minima‐Relative vs. Absolute: 

A function ݂ has a local maximum value at an interior point c of its domain if ݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺܿሻ for all x 

in  the  same  open  interval  about  c.  The  function  has  an  absolute  maximum  value  at  c  if          

݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺܿሻ	 for all x in the domain. 

Similarly, ݂  has a local minimum value at an interior point c of its domain if ݂ሺݔሻ ൒ ݂ሺܿሻ for all x 

in an open interval about c. The function has an absolute minimum value at c if ݂ሺݔሻ ൒ ݂ሺܿሻ  for 

all x in the domain. 

 

Example: Find the max. and min. values of function ݕ ൌ ଶݔ െ ଵ

|௫|
					 , ሾെ3,െ1ሿ. 

Solution:  

|ݔ| ൌ ቄ
െݔ, ݔ			 ൏ 0
,ݔ ݔ			 ൒ 0 
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ݕ          ൌ ଶݔ ൅ ଵ

௫
	 

ᇱݕ ൌ ݔ2 െ
1
ଶݔ

ൌ 0 ⟹			
ଷݔ2 െ 1
ଶݔ

ൌ 0	 ⟹ ଷݔ2		 െ 1 ൌ 0 ⟹		 ଷݔ ൌ
1
2
		⟹ ݔ ൌ

1

√2	
య 	 

ݔ ൌ
1

√2	
య 		 ∉ 		 ሾെ3,െ1ሿ 

݂ሺെ3ሻ ൌ 9 ൅ ଵ

ିଷ
ൌ 9 െ ଵ

ଷ	
ൌ 8.67      Absolute max. 

݂ሺെ1ሻ ൌ 1 ൅ ሺെ1ሻ ൌ 0                      Absolute min.  

 

Example: Find the max. and min. values to the function ݕ ൌ sin ݔ െ cos ,to the interval ሾ0,	ݔ  .ሿߨ

Solution: 

ᇱݕ  ൌ cos ݔ ൅ sin ݔ ൌ 0 

       cos ݔ ൌ 	െ sin 			ݔ ⟹		 tan ݔ ൌ 	െ1	 ⟹ ݔ		 ൌ 	െ గ

ସ
	, ଷగ

ସ
	∈ 	 ሾ0,  ሿߨ

ݔ (1 ൌ 0 ⟹ ݂ሺ0ሻ ൌ sin 0 െ cos 0 ൌ െ1                   Absolute min.  

ݔ (2 ൌ ଷగ

ସ
	⟹ ݂ ቀଷగ

ସ
ቁ ൌ sin ଷగ

ସ
െ cos ଷగ

ସ
ൌ √2	          Absolute max. 

ݔ (3 ൌ ߨ ⟹ ݂ሺߨሻ ൌ sin ߨ െ cos ߨ ൌ 1 

H.W:ݕ ൌ sec ݔ ൅ tan 					,			ݔ ቂെ గ

ସ
, గ
ଷ
	ቃ. 

Sol .: ݕᇱ ൌ sec ݔ tan ݔ ൅ secଶ ݔ ൌ 0	 ⟹ sec ሺtan	ݔ ݔ ൅ sec ሻݔ ൌ 0 

          sec 	ݔ ് 0		, tan ݔ ൅ ݔ	ܿ݁ݏ ൌ 0	 ⟹ tan ݔ ൌ െsec 	ݔ ⟹	 ୱ୧୬௫
ୡ୭ୱ௫

ൌ ିଵ

ୡ୭ୱ௫
	⟹ sin ݔ ൌ 	െ1 

ݔ           ൌ െగ

ଶ
	 , ଷగ

ଶ
	∉ 	 ቂെ గ

ସ
	 , గ
ଷ
	ቃ 

ݔ (1 ൌ െగ

ସ
	⟹ ݂ ቀെగ

ସ
ቁ ൌ 0.414        Absolute min. 

ݔ (2 ൌ గ

ଷ
	⟹ ݂ ቀగ

ଷ
ቁ ൌ 3.732                Absolute max. 

Applied Optimization Problems: 

Example: A rectangle is to be inscribed in a semicircle of 

radius 2. What is the largest area the rectangle can have, and 

what are its dimensions? 

Solution: Let        length=2x,        height =ඥ4 െ         ,	ଶݔ

area=2ݔ ∙ √4 െ   	ଶݔ
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ሻݔሺܣ ൌ ݔ2 ∙ √4 െ               on the domainሾ0,2ሿ	ଶݔ

ܣ݀
ݔ݀

ൌ
െ2ݔଶ

√4 െ 	ଶݔ
൅ 2ඥ4 െ  	ଶݔ

െ2ݔଶ

√4 െ 	ଶݔ
൅ 2ඥ4 െ 	ଶݔ ൌ 0 

െ2ݔଶ ൅ 2ሺ4 െ ଶሻݔ ൌ 0	 ⟹ 8 െ ଶݔ4 ൌ 0		 ⟹		 ଶݔ ൌ 2		 ⟹ ݔ ൌ േ√2	. 

ݔ ൌ െ√2		 		 ∉  ݊݅ܽ݉݋݀	ܽ݁ݎܣ

Critical – point value: ܣ൫√2൯ ൌ 2√2	√4 െ 2		 ൌ 4 

End point values: ܣሺ0ሻ ൌ ሺ2ሻܣ						,0 ൌ 0. 

The max. area = 4  when  h=2√2	 

 

Graphs of Polynomials and Rational Functions: 

 

Example: Draw the function ݕ ൌ ௫మିଵ

௫య
 

Solution:  

:௙ܦ				 ሺെ∞,∞ሻ ⁄ݔ ൌ 0. 

 

ᇱݕ ൌ
ሻݔଷሺ2ݔ െ ሺݔଶ െ 1ሻሺ3ݔଶሻ

଺ݔ
ൌ
ସݔ2 െ ସݔ3 ൅ ଶݔ3

଺ݔ
ൌ
െݔସ ൅ ଶݔ3

଺ݔ
ൌ 0			 ⟹ െݔସ ൅ ଶݔ3 ൌ 0 

ଶݔଶሺെݔ                 ൅ 3ሻ ൌ 0	 ⟹ ݔ ൌ ݔ		ݎ݋	0 ൌ േ√3	 

               െെെെ 0 ൅ ൅ ൅ ൅∞൅൅൅൅0 െ െ െ െ 

݂ᇱሺݔሻ 															െ √3																	0																		√3 
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ᇱᇱݕ ൌ
ଷݔ଺ሺെ4ݔ ൅ ሻݔ6 െ ሺെݔସ ൅ 	ହݔଶሻ6ݔ3

ଵଶݔ
ൌ
െ4ݔଽ ൅ ଻ݔ6 െ ଻ݔ18

ଵଶݔ
ൌ
ଽݔ2 െ ଻ݔ12

ଵଶݔ
ൌ 0 

ଽݔ2 െ ଻ݔ12 ൌ 0	 ⟹ ଶݔ଻ሺ2ݔ െ 12ሻ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ ݔ		ݎ݋		0 ൌ േ√6	 

 

              െെെെ 0 ൅ ൅ ൅൅∞െെെെ0 ൅ ൅ ൅൅ 

݂ᇱᇱሺݔሻ 								∩ 			െ√6					∪ 						0							 ∩ 					√6 					∪ 

lim
௫→∞

ଶݔ െ 1
ଷݔ

ൌ lim
௫→∞

1
	ݔ െ

1
ଷݔ

1
ൌ
0
	1	

ൌ 0 

lim
௫→ି∞

ଶݔ െ 1
ଷݔ

ൌ lim
௫→∞

1
	ݔ െ

1
ଷݔ

1
ൌ
0
	1	

ൌ 0 

lim
௫→଴శ	

௫మିଵ

௫య
ൌ lim

ఢ→଴

ሺ଴ାఢሻమିଵ

ሺ଴ାఢሻయ
ൌ ିଵ

	଴	
ൌ	‐∞ 

lim
௫→଴ష	

ଶݔ െ 1
ଷݔ

ൌ lim
ఢ→଴

ሺ0 െ ߳ሻଶ െ 1
ሺ0 െ ߳ሻଷ

ൌ
ሺെ߳ሻଶ െ 1
ሺെ߳ሻଷ

ൌ
1
	0	

ൌ ∞ 

ݕ ൌ 0 ⟹	௫
మିଵ

௫^ଷ	
ൌ 0	 ⟹ ݔ ൌ ∓1 

 

 

 

   

 

 

 

 

H.W.: Draw the function .				ݕ ൌ ௫మ

௫మିଵ
		. 

 

L'Hopital's Rule: 

Suppose that	݂ሺܽሻ ൌ ݃ሺܽሻ ൌ 0 , that ݂ᇱሺܽሻ and ݃ሺܽሻ exist, and that ݃ᇱሺܽሻ ് 0. 

Then 

lim
௫→௔

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ lim
௫→௔

݂′ሺݔሻ
݃′ሺݔሻ

ൌ lim
௫→௔

݂′′ሺݔሻ
݃′′ሺݔሻ

ൌ
0
	0	

 

 

	ݔ 	ݕ

0.5	 െ6	

െ݋. 5	 6	

1	 0	

െ1	 0	
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Example: Evaluate the following limits:  

 

1. lim
௫→଴

1 െ cos 	ݔ
ଶݔ3

ൌ
0
0
ൌ lim

௫→଴

sin 	ݔ
ݔ6

ൌ lim
௫→଴

cos ݔ
6

ൌ
1
	6	

 

 

2. lim
௫→ଵ

cotିଵ 	ݔ√ െ
ߨ
	4	

ଶݔ െ 1
ൌ lim

௫→ଵ

െ1	
1 ൅ 	ݔ ൬

1
	ݔ√2

൰ െ 0

ݔ2
ൌ lim

௫→ଵ

െ1

ݔ4
ଷ
ଶ	ሺ1 ൅ ሻݔ

ൌ
െ1	
8

 

 

3. lim
௫→଴

ሺ
1

sin ݔ
െ
1
	ݔ	
ሻ ൌ lim

௫→଴

ݔ െ sin ݔ
ݔ	݊݅ݏݔ

ൌ lim
௫→଴

1 െ cos ݔ
ݔ cos ݔ ൅ sin 	ݔ

ൌ lim
௫→଴

sin ݔ
െ݊݅ݏݔ	ݔ ൅ cos ݔ ൅ cos 	ݔ

ൌ
0
	2	

ൌ 0 

 

4. lim
௧→଴

cot ݐ2
cot ݐ3

ൌ
∞
∞
ൌ lim

௧→଴

െ2 cscଶ ݐ2
െ3ܿܿݏଶ3ݐ

ൌ
2
	3	
lim
௧→଴

sinଶ ݐ3
sinଶ ݐ2

ൌ
2
	3	
lim
௧→଴

6 sin ݐ3 cos ݐ3
4 sin ݐ2 cos 	ݐ2

ൌ
2
	3	
lim
௧→଴

3 sin ݐ6
2 sin ݐ4

ൌ
2
	3	
lim
௧→଴

18 cos ݐ6
8 cos ݐ4

ൌ
2
	3	
∙
18
8
ൌ
3
	2	
													 

 

5. lim
௫→గଶ

ቀݔ െ
ߨ
2
ቁ tan ݔ ൌ lim

௫→గଶ

ݔ െ ߨ
2

cot ݔ
ൌ lim

௫→గଶ

1
െ cscଶ ݔ

ൌ lim
௫→గଶ

െ sinଶ ݔ ൌ െ1 

	ݎ݋ lim
௫→గଶ

ቀݔ െ ߨ
2ቁ sin ݔ

cos ݔ
 

 

H.W.: 

1. lim
௧→଴

√1 ൅ 	ଶݐ െ 1
ଶݐ

 

2. lim
					௫→଴

ݔ െ cotିଵ 	ݔ	1
ݔ

 

3. lim
௛→ଶ

csc ݄ߨ െ 1

݄ െ 2
 

4. lim
௫→଴

ሺݔ െ sinିଵ ሻݔ cscଷ  ݔ
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INTEGRATION 9 
 
 

Integration by Parts: 
 
Integration by parts is a technique used mainly for simplifying integrals of the form, 
 

න݂ሺݔሻ	݃ሺݔሻ  ݔ݀

 
The formula for integration by parts comes from the product rule, 
 

݀
ݔ݀

ሺݒݑሻ ൌ ݑ
ݒ݀
ݔ݀

൅ ݒ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
In its differential form, the rule becomes: 
 

݀ሺݒݑሻ ൌ ݒ݀	ݑ ൅  ݑ݀	ݒ
ݒ݀	ݑ ൌ ݀ሺݒݑሻ െ  ݑ݀	ݒ	

 
And integrated to give the following formula, 
 

නݑ ݒ݀ ൌ ݒݑ െ නݒ  ݑ݀

 
The equivalent formula for definite integrals is: 
 

න ݑ

௩మ

௩భ

ݒ݀ ൌ ଶݒଶݑ െ ଵݒଵݑ െ න ݒ

௨మ

௨భ

 ݑ݀

 
 
Example 1: Evaluate the integral 

නݔ ln  ݔ݀	ଶݔ

Solution 

 

නݔ ln ݔ݀	ଶݔ ൌ 2නݔ ln ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ ln ݑ݀													,ݔ ൌ
1
ݔ
 ݔ݀

ݒ݀ ൌ ݒ										,ݔ݀ݔ ൌ
ଶݔ

2
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ൌ 2ቆ
ଶݔ

2
ln ቇݔ െ 2න

ଶݔ

2
∙
1
ݔ
 ݔ݀

ൌ ଶݔ ln ݔ െ නݔ  ݔ݀

ൌ ଶݔ ln ݔ െ
ଶݔ

2
൅ ܿ 

 
Example 2: Evaluate the integral 

නsinିଵ
ݔ
2
	  ݔ݀

Solution 

නsinିଵ
ݔ
2
	  ݔ݀

ݑ ൌ sinିଵ
ݔ
2
ݑ݀																		, ൌ

1
ݔ2݀

ට1 െ ቀ2ݔቁ
ଶ
ൌ

ݔ݀

√4 െ 	ଶݔ
 

ݒ݀ ൌ ݒ																									,ݔ݀ ൌ  		ݔ
 

ൌ ݔ sinିଵ
ݔ
2
െ න

ݔ

√4 െ 	ଶݔ
 ݔ݀

 

ൌ ݔ sinିଵ
ݔ
2
൅

1
2√4 െ 	ଶݔ

1
2

൅ ܿ	 

 
 
 
Example 3: Evaluate the integral 

නݔ tanିଵ ݔ2  ݔ݀

Solution 

නݔ tanିଵ ݔ2  ݔ݀

ݑ ൌ tanିଵ ݑ݀																										,ݔ2 ൌ
2

1 ൅ 	ଶݔ	4
ݔ݀ 																																																													

1
4

 

ݒ݀ ൌ ݒ																																,ݔ݀	ݔ ൌ ௫మ

ଶ
ଶݔ4																																																												 ൅  ଶݔ							1

ଶݔ∓                                                                                                                                 ∓ ଵ

ସ
		 

ൌ ௫మ

ଶ
tanିଵ ݔ2 െ׬

௫మ

ଵାସ	௫మ
ݔ݀ 																																																																																																						െ ଵ

ସ
         

 

ൌ
ଶݔ

2
tanିଵ ݔ2 െ නቌ

1
4
െ

1
4

ଶݔ4 ൅ 1
ቍ݀ݔ																																																																									 

 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
	

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING.	 9‐20	
 

ൌ
ଶݔ

2
tanିଵ ݔ2 െ

1
4
ݔ ൅

1
8
tanିଵ ݔ2 ൅ ܿ 

 
 
Example 4: Evaluate the integral 

නሺ1 ൅ ሻݔ sin 	ݔ2  ݔ݀

Solution 

නሺ1 ൅ ሻݔ sin 	ݔ2  ݔ݀

ݑ ൌ 1 ൅ ݑ݀																	,ݔ ൌ  ݔ݀

ݒ݀ ൌ sin ݒ														,ݔ2 ൌ െ
1
2
cos  			ݔ2

ൌ െ
1
2
ሺ1 ൅ ሻݔ cos ݔ2 ൅	න

1
2
cos 	ݔ2  ݔ݀

ൌ െ
1
2
cos ݔ2 ൅

1
4
sin  ݔ2

 
Example 5: Evaluate the integral 

නcos√ݔ ൅ 1	  ݔ݀

Solution 

නcos√ݔ ൅ 1	  ݔ݀

Let ݕ ൌ ݔ√ ൅ 1	 
ଶݕ					 ൌ ݔ ൅ 1 
ݕ݀	ݕ2 ൌ  ݔ݀

ൌ 2නݕ cos  	ݕ݀	ݕ

ݑ ൌ ݑ݀																								,ݕ ൌ  ݕ݀
ݒ݀ ൌ cos ݒ											,ݕ݀	ݕ ൌ െ sin  ݕ

ൌ െݕ sin ݕ ൅ නsin ݕ 	ݕ݀ ൌ െݕ sin ݕ െ cos ݕ ൅ ܿ 

 
Example 6: Evaluate the integral 

නݔଶ݁ି௫  ݔ݀

Solution 

නݔଶ݁ି௫  ݔ݀

ݑ ൌ ݑ݀																	,ଶݔ ൌ  ݔ݀	ݔ2
ݒ݀ ൌ ݁ି௫݀,ݔ										ݒ ൌ െ݁ି௫ 

ൌ െݔଶ݁ି௫ ൅ 2නݔ	݁ି௫݀ݔ 

ݑ ൌ ݑ݀																				,ݔ ൌ  ݔ݀
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ݒ݀ ൌ ݁ି௫݀,ݔ											ݒ ൌ െ݁ି௫ 

ൌ െݔଶ݁ି௫ ൅ 2 ൤െି݁ݔ௫ ൅ න݁ି௫ ൨ݔ݀ ൌ െݔଶ݁ି௫ െ ௫ି݁ݔ2 െ 2݁ି௫ ൅ ܿ 

 
 
Example 7: Evaluate the integral 

නsecଷ ݔ  ݔ݀

Solution 

නsecଷ ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ sec ݑ݀																							,ݔ ൌ sec ݔ tan  ݔ݀	ݔ
ݒ݀ ൌ secଶ ݒ																ݔ݀	ݔ ൌ tan  ݔ
 

ൌ sec ݔ tan ݔ െ නsec ݔ tanଶ ݔ  ݔ݀

නsecଷ ݔ ݔ݀ ൌ sec ݔ tan ݔ െ නsec ሺsecଶ	ݔ ݔ െ 1ሻ  ݔ݀

නsecଷ ݔ ݔ݀ ൌ sec ݔ tan ݔ െනsecଷ ݔ ݔ݀ െ නsec ݔ  	ݔ݀

2න secଷ ݔ ݔ݀ ൌ sec ݔ tan ݔ െ නsec ݔ  ݔ݀

නsecଷ ݔ ݔ݀ ൌ
1
2
ሾsec ݔ tan ݔ െ ln|sec ݔ ൅ tan ሿ|ݔ ൅ ܿ 

 
 
 
 
Example 8: Evaluate the integral 

නsec ݔ tanଶ ݔ  ݔ݀

Solution 

නsec ݔ tanଶ ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ tan ݑ݀																																		,ݔ ൌ secଶ  ݔ݀	ݔ
ݒ݀ ൌ sec ݔ tan ݒ																			ݔ݀	ݔ ൌ sec  ݔ
 

ൌ tan ݔ sec ݔ െ නsecଷ ݔ  ݔ݀

ൌ tan ݔ sec ݔ െ නsec ሺtanଶ	ݔ ݔ ൅ 1ሻ  ݔ݀

ൌ tan ݔ sec ݔ െ නsec ݔ tanଶ ݔ ݔ݀ ൅ නsec ݔ  ݔ݀

2නsec ݔ tanଶ ݔ ݔ݀ ൌ tan ݔ sec ݔ ൅ නsec ݔ  ݔ݀



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
	

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING.	 9‐20	
 

නsec ݔ tanଶ ݔ ݔ݀ ൌ
1
2
ሾtan ݔ sec ݔ ൅ ln|sec ݔ ൅ tan ሿ|ݔ ൅ ܿ 

 
 
Example 9: Evaluate the integral 

න݁ି௫ cos ݔ  ݔ݀

Solution 

න݁ି௫ cos  ݔ݀	ݔ

 
ݑ ൌ ݁ି௫,																																						݀ݑ ൌ െ݁ି௫݀ݔ 
ݒ݀ ൌ cos ݒ																													,ݔ݀	ݔ ൌ sin  	ݔ

ൌ ݁ି௫ sin ݔ ൅ න݁ି௫ sin ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ ݁ି௫,																																	݀ݑ ൌ െ݁ି௫݀ݔ 
ݒ݀ ൌ sin ݒ																								,ݔ݀	ݔ ൌ െcos  ݔ
 

ൌ ݁ି௫ sin ݔ െ ݁ି௫ cos ݔ െ	න ݁ି௫ cos ݔ  ݔ݀

 

2න݁ି௫ cos ݔ ݔ݀ ൌ ݁ି௫ sin ݔ െ ݁ି௫ cos  ݔ

න݁ି௫ cos ݔ ݔ݀ ൌ
1
2
ሾ݁ି௫ sin ݔ െ ݁ି௫ cos  ሿݔ

 
 
 
 
Example 10: Evaluate the integral 

නsin ln ݔ  ݔ݀

 

Solution 

නsin ln ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ sin ln ݑ݀																							,ݔ ൌ
cos ln ݔ

ݔ
 

ݒ݀ ൌ ݒ																																,ݔ݀ ൌ  ݔ
 

ൌ ݔ sin ln ݔ െ නcos ln ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ cos ln ݑ݀																			,ݔ ൌ
െ sin ln ݔ

ݔ
 

ݒ݀ ൌ ݒ																												,ݔ݀ ൌ  ݔ
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ൌ ݔ sin ln ݔ െ ݔ cos ln ݔ െ	න sin ln ݔ  ݔ݀

 

නsin ln ݔ ݔ݀ ൌ
ݔ
2
ሾsin ln ݔ െ cos ln ሿݔ ൅ ܿ 

 
 
Example 11: Evaluate the integral 

න݁௫ାଶ ୪୬௫  ݔ݀

Solution 

න݁௫ାଶ ୪୬௫ ݔ݀ ൌ න݁௫	݁୪୬௫
మ
 ݔ݀

 

ൌ නݔଶ݁௫  ݔ݀

ݑ ൌ ݑ݀																								,ଶݔ ൌ  ݔ݀	ݔ2
ݒ݀ ൌ ݁௫݀,ݔ																			ݒ ൌ ݁௫ 
 

ൌ ଶ݁௫ݔ െ 2නݔ	݁௫  ݔ݀

ݑ ൌ ݑ݀																										,	ݔ ൌ  		ݔ݀
ݒ݀ ൌ ݁௫݀,ݔ																				ݒ ൌ ݁௫ 
 

ൌ ଶ݁௫ݔ െ 2 ൤ݔ	݁௫ െ න݁௫  ൨ݔ݀

ൌ ଶ݁௫ݔ െ ௫݁	ݔ2 ൅ 2	݁௫ ൅ ܿ 
 
 
 
 
Example 12: Evaluate the integral 

න ݔ2 tanhିଵ 	ݔ

ଵ/ଶ

଴

 ݔ݀

Solution 

න ݔ2 tanhିଵ 	ݔ

ଵ/ଶ

଴

 ݔ݀

 

ݑ ൌ tanhିଵ ݑ݀																																					,	ݔ ൌ ଵ

ଵି௫మ	
ݔ݀ 																																																																								1							 

ݒ݀ ൌ ݒ																																										,	ݔ݀	ݔ	2 ൌ  ଶݔ
 
 

ଶݔ
ଶݔ െ 1 

ଶݔ∓ േ 1

1
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ൌ ଶݔ tanhିଵ ݔ െ න
ଶݔ

1 െ 	ଶݔ
ݔ݀

ଵ/ଶ

଴

ൌ ଶݔ tanhିଵ ݔ ൅ න
ଶݔ

ଶݔ െ 1	
ݔ݀

ଵ/ଶ

଴

 

ൌ ଶݔ tanhିଵ ݔ ൅ න 1 ൅
1

ଶݔ െ 1
			ݔ݀

ଵ/ଶ

଴

 

ൌ ሾݔଶ tanhିଵ ݔ ൅ ݔ െ tanhିଵ ሿݔ
1/2
0

ൌ
1
4
tanhିଵ 0.5 ൅ 0.5 െ tanhିଵ 0.5 ൌ 0.088 

 
 

Tabular Integration 

We  have  seen  that  integrals  of  the  form  ሻݔሻ݃ሺݔሺ݂׬  ,ݔ݀ in  which  ƒ  can  be  differentiated 
repeatedly  to  become  zero  and  ݃  can  be  integrated  repeatedly without  difficulty,  are  natural 
candidates for integration by parts. However, if many repetitions are required, the calculations can 

be  cumbersome.  In  situations  like  this,  there  is a way  to organize  the  calculations  that  saves a 

great deal of work.  It  is  called  tabular  integration  and  is  illustrated  in  the  following  illustrative 

examples 

 

Example 13: Evaluate the following integral by using Tabular Integration 

නݔଶ݁௫݀ݔ 

Solution 

With ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔଶ and ݃ሺݔ ൌ ݁௫ one can list the following derivatives and integrals 

 

We combine  the products of  the  functions connected by  the arrows according  to  the operation 

signs above the arrows to obtain 

නݔଶ݁௫݀ݔ ൌ ଶ݁௫ݔ െ ௫݁ݔ2 ൅ 2݁௫ ൅  .ݏ݊ܣ						ܿ

 

 

Example 14: Evaluate the following integral by using Tabular Integration 
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නݔଷ sin ݔ  ݔ݀

Solution 

With ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔଷ and ݃ሺݔ ൌ sin  one can list the following derivatives and integrals ݔ

 

We combine  the products of  the  functions connected by  the arrows according  to  the operation 

signs above the arrows to obtain 

නݔଷ sin ݔ ݔ݀ ൌ െݔଷ cos ݔ ൅ ଶݔ3 sin ݔ ൅ ݔ6 cos ݔ െ 6 sin ݔ ൅ ܿ						 

 
 

Integration of Rational Functions by Partial Functions 
 
2

ݔ െ 4	
൅

3
ݔ ൅ 1	

ൌ
2ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ 3ሺݔ െ 4ሻ
ሺݔ െ 4ሻሺݔ ൅ 1ሻ

ൌ
ݔ5 െ 10

ଶݔ െ ݔ3 െ 4	
 

 

න
ݔ5 െ 10

ଶݔ െ ݔ3 െ 4
ݔ݀ ൌ න

2
ݔ െ 4	

ݔ݀ ൅ න
3

ݔ ൅ 1	
 ݔ݀

                           			 
																																		ൌ 2 ln|ݔ െ 4| ൅ 3 ln|ݔ ൅ 1| ൅ ܿ   
 
ݔ5 െ 10

ଶݔ െ ݔ3 െ 4	
ൌ

ܣ
ሺݔ െ 4ሻ

൅
ܾ

ሺݔ ൅ 1ሻ
 

 

ݔሺܣ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺܤ െ 4ሻ ൌ ݔ5 െ 10 

ݔܣ ൅ ܣ ൅ ݔܤ െ ܤ4 ൌ ݔ5 െ 10 ⇒ ܣሺݔ ൅ ሻܤ ൅ ܣ െ ܤ4 ൌ ݔ5 െ 10 

Coefficient of ݔ଴:		ܣ െ ܤ4 ൌ െ10																				ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ:	ሺܣ ൅ ሻܤ ൌ 5																									ሺ2ሻ 

From ݍܧ. ሺ2ሻ, ܣ ൌ ܤ െ 5, substitute into ݍܧ. ሺ1ሻ yields 

ܤ െ 5 െ ܤ4 ൌ െ10 ⇒ ܤ ൌ 3 
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Then ܣ ൌ 3 െ 5 ൌ 2 

 

Success in writing a rational function ƒሺݔሻ/݃ሺݔሻ as a sum of partial fractions depends on two 

things: 

 The degree of  ƒሺݔሻ must be  less  than  the degree of ݃ሺݔሻ. That  is,  the  fraction must be 

proper. If it isn’t, divide ƒሺݔሻ by ݃ሺݔሻ and work with the remainder term. 

 We must know the factors of ݃ሺݔሻ. In theory, any polynomial with real coefficients can be 

written as a product of real linear factors and real quadratic factors. In practice, the factors 

may be hard to find. 

Here is how we find the partial fractions of a proper fraction ƒሺݔሻ/݃ሺݔሻ  when the factors of ݃ are 
known 

 

Method of Partial Fraction ሺƒሺ࢞ሻ/ࢍሺ࢞ሻ	ܚ܍ܘܗܚ۾ሻ 

 

 

Example 15 : Evaluate the integral 

න
ሺݔ ൅ 2ሻ

ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ
 ݔ݀

Solution 
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ሺݔ ൅ 2ሻ
ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ

ൌ
ܣ
ݔ
൅

ܤ
ሺݔ െ 1ሻ

൅
ܥ

ሺݔ ൅ 1ሻ
 

 

ݔሺܣ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺݔܤ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺݔܥ െ 1ሻ ൌ ݔ ൅ 2 

ଶݔܣ െ ܣ ൅ ଶݔܤ ൅ ݔܤ ൅ ଶݔܥ െ ݔܥ ൌ ݔ ൅ 2 

Coefficient of ݔ଴ :	െ ܣ ൌ 2																															ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ:			ܤ െ ܥ ൌ 1																										ሺ2ሻ 

Coefficient of ݔଶ:	ܣ ൅ ܤ ൅ ܥ ൌ 0																				ሺ3ሻ 

From ݍܧ. ሺ1ሻ, ܣ ൌ െ2,  

From ݍܧ. ሺ2ሻ, ܤ ൌ 1 ൅ .ݍܧ substitute into ,ܥ ሺ3ሻ  

െ2 ൅ 1 ൅ ܥ ൅ ܥ ൌ 0 ⇒ ܥ ൌ
1
2
													⟹ ܤ ൌ 1 ൅

1
2
ൌ
3
2
 

න
ሺݔ ൅ 2ሻ

ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ
ݔ݀ ൌ න

െ2
ݔ
ݔ݀ ൅න

3/2
ሺݔ െ 1ሻ

ݔ݀ ൅ න
1/2

ሺݔ ൅ 1ሻ
 ݔ݀

																																											ൌ െ2 ln|ݔ| ൅
3
2
ln|ݔ െ 1| ൅

1
2
ln|ݔ ൅ 1| ൅ ܿ			 

 

Example 16 : Evaluate the integral  

න
ݔ

ሺݔ െ 1ሻଶሺݔ ൅ 2ሻ
 ݔ݀

Solution 

Let 

ݔ
ሺݔ െ 1ሻଶሺݔ ൅ 2ሻ

ൌ
ܣ

ሺݔ െ 1ሻଶ
൅

ܤ
ሺݔ െ 1ሻ

൅
ܥ

ሺݔ ൅ 2ሻ
 

ݔሺܣ ൅ 2ሻ ൅ ݔሺܤ െ 1ሻሺݔ ൅ 2ሻ ൅ ݔሺܥ െ 1ሻଶ ൌ  ݔ

ݔܣ ൅ ܣ2 ൅ ଶݔܤ 	൅ 	ݔܤ	 െ ܤ2	 ൅ ଶݔܥ െ ݔܥ2 ൅ ܥ ൌ ݔ ൅ 2 

Coefficient of ݔ଴:	2ܣ െ ܤ2 ൅ ܥ ൌ 0																																			ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ:	ܣ ൅ ܤ െ ܥ2 ൌ 1																																						ሺ2ሻ 

Coefficient of ݔଶ:	ܤ ൅ ܥ ൌ 0																																																ሺ3ሻ 

From ݍܧ. ሺ3ሻ, ܤ ൌ െܥ, substitute into ݏݍܧ. ሺ1ሻܽ݊݀	ሺ2ሻ  

ܣ2 ൅ ܥ2 ൅ ܥ ൌ 2 ⇒ ܣ2	 ൅ ܥ3 ൌ 0																																			ሺ4ሻ 

ܣ	 െ ܥ െ ܥ2 ൌ 1 ⇒ ܣ					 െ ܥ3 ൌ 1																																			ሺ5ሻ 

Then solving ݏݍܧ. ሺ4ሻܽ݊݀	ሺ5ሻ  
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ܣ ൌ ଵ

ଷ
ܥ			, ൌ െ ଶ

ଽ
   ⟹ ܤ ൌ ଶ

ଽ
 

න
ݔ

ሺݔ െ 1ሻଶሺݔ ൅ 2ሻ
ൌ
1
3
න

ݔ݀
ሺݔ െ 1ሻଶ

൅
2
9
න

ݔ݀
ሺݔ െ 1ሻ

െ
2
9
න

ݔ݀
ሺݔ ൅ 2ሻ

 

																																				ൌ െ
1

3ሺݔ െ 1ሻ
൅
2
9
ln|ݔ െ 1| െ

2
9
ln|ݔ ൅ 2| 

 

Example 17 : Evaluate the integral  

න
ݔ݀

ଶݔଶሺݔ ൅ 4ሻ
 

Solution 

1
ଶݔଶሺݔ ൅ 4ሻ

ൌ
ܣ
ଶݔ

൅
ܤ
ݔ
൅
ݔܥ ൅ ܦ
ሺݔଶ ൅ 4ሻ

 

ଶݔሺܣ ൅ 4ሻ ൅ ଶݔሺݔܤ ൅ 4ሻ ൅ ሺݔܥ ൅ ଶݔሻܦ ൌ 1 

ଶݔܣ ൅ ܣ4 ൅ ଷݔܤ 	൅ ݔܤ4	 ൅ ଷݔܥ ൅ ଶݔܦ ൌ 1 

Coefficient of ݔ଴:	4ܣ ൌ 1																																																							ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ:	4ܤ ൌ 0																																																							ሺ2ሻ 

Coefficient of ݔଶ:	ܣ ൅ ܦ ൌ 0																																																	ሺ3ሻ 

Coefficient of ݔଷ:	ܤ ൅ ܥ ൌ 0																																																	ሺ4ሻ 

 

From ݏݍܧ. ሺ1ሻ	ܽ݊݀	ሺ2ሻ  

ܣ ൌ
1
4
ܤ		݀݊ܽ			 ൌ 0	

Substituting into ݏݍܧ. ሺ3ሻ	ܽ݊݀	ሺ4ሻ  

ܦ ൌ െ
1
4
ܥ	݀݊ܽ	 ൌ 0 

Then 

න
ݔ݀

ଶݔଶሺݔ ൅ 4ሻ
ൌ
1
4
න
ݔ݀
ଶݔ

െ
1
4
න

ݔ݀
ሺݔଶ ൅ 4ሻ

ൌ 	െ
1
ݔ4

െ
1
4
∙
1
2
tanିଵ

ݔ
2
൅ ܿ			 

Example 18 : Evaluate the integral  

න
ݔ݀

ଷݔ െ 8
 

Solution 
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න
ݔ݀

ଷݔ െ 8
ൌ න

ݔ݀
ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ

 

 

Let 

1
ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ

ൌ
ܣ

ݔ െ 2
൅

ݔܤ ൅ ܥ
ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ

 

ଶݔሺܣ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ ൅ ሺݔܤ ൅ ݔሻሺܥ െ 2ሻ ൌ 1 

ଶݔܣ ൅ ݔܣ2 ൅ ܣ4 ൅ ଶݔܤ െ ݔܤ2 ൅ ݔܥ െ ܥ2 ൌ 1 

Coefficient of ݔ଴:	4ܣ െ ܥ2 ൌ 1																																												ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ:	2ܣ െ ܤ2 ൅ ܥ ൌ 0																																				ሺ2ሻ 

Coefficient of ݔଶ:	ܣ ൅ ܤ ൌ 0																																																	ሺ3ሻ 

 

From ݍܧ. ሺ3ሻ, ܤ ൌ െܣ, substitute into ݍܧ. ሺ2ሻ  

ܣ2 ൅ ܣ2 ൅ ܥ ൌ 0 ⇒ ܣ4				 ൅ ܥ ൌ 0																																			ሺ4ሻ 

Then solving ݏݍܧ. ሺ1ሻܽ݊݀	ሺ4ሻ  

ܥ3 ൌ െ1 ⇒ ܥ ൌ െ
1
3
ܣ	݀݊ܽ				 ൌ

1
12

 

Then 

ܤ ൌ െ
1
12

 

 

න
ݔ݀

ଷݔ െ 8
ൌ

1
12

න
ݔ݀
ݔ െ 2

൅ න
െ 1
ݔ12 െ

1
3

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ
ݔ݀ ൌ 	

1
12

න
ݔ݀
ݔ െ 2

െ
1
12

න
ݔ ൅ 4

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ
 ݔ݀

or 

න
ݔ݀

ଷݔ െ 8
ൌ 	

1
12

න
ݔ݀
ݔ െ 2

െ
1
24

න
ݔ2 ൅ 8

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ
 ݔ݀

																		ൌ 	
1
12

න
ݔ݀
ݔ െ 2

െ
1
24

൤න
ݔ2 ൅ 4

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ
ݔ݀ ൅ න

6
ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ

 ൨ݔ݀

																		ൌ 	
1
12

න
ݔ݀
ݔ െ 2

െ
1
24

൤න
ݔ2 ൅ 4

ሺݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4ሻ
ݔ݀ ൅ න

6
ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 3

 ൨ݔ݀

																		ൌ
1
12

ln|ݔ െ 2| െ
1
24

ln|ݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 4| െ
1

4√3
tanିଵ ൬

ݔ ൅ 1

√3
൰ ൅ ܿ								 
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Example 19: Evaluate the integral  

න
ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

 ݔ݀

Solution 

For the integral 	

න
ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

ݔ݀ ⇔ න
݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ	

 ݔ݀

The degree of ƒሺݔሻ must be less than the degree of ݃ሺݔሻ. Then one has to divide ƒሺݔሻ by ݃ሺݔሻ and 
work with the remainder term 

1

ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2 ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2

	 ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2

ଶݔ ൅ ݔ2

 

 

න
ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

ݔ݀ ൌ න1 ൅
ଶݔ ൅ ݔ2

ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2
 ݔ݀

 

Also one can simplify the following expression 

ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2 ൌ ଷݔ െ ଶݔ2 െ ሺݔ െ 2ሻ ൌ ݔଶሺݔ െ 2ሻ െ ሺݔ െ 2ሻ ൌ ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ െ 1ሻ 

																																		ൌ ሺݔ െ 2ሻሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ 

Then  

ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

ൌ 1 ൅
ଶݔ ൅ ݔ2

ሺݔ െ 2ሻሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ
 

Let 

ଶݔ ൅ ݔ2
ሺݔ െ 2ሻሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ

ൌ
ܣ

ሺݔ െ 2ሻ
൅

ܤ
ሺݔ െ 1ሻ

൅
ܥ

ሺݔ ൅ 1ሻ
 

ݔሺܣ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺܤ െ 2ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺܥ െ 2ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ ଶݔ ൅  ݔ2

ଶݔሺܣ െ 1ሻ ൅ ଶݔሺܤ െ ݔ െ 2ሻ ൅ ଶݔሺܥ െ ݔ3 ൅ 2ሻ ൌ ଶݔ ൅ 	ݔ2

ଶݔܣ െ ܣ ൅ ଶݔܤ െ ݔܤ െ ܤ2 ൅ ଶݔܥ െ ݔܥ3 ൅ ܥ2 ൌ ଶݔ ൅  ݔ2

Coefficient of ݔ଴ :	െ ܣ െ ܤ2 ൅ ܥ2 ൌ 0																											ሺ1ሻ 

Coefficient of ݔଵ :						െ ܤ െ ܥ3 ൌ 2																																	ሺ2ሻ 

Coefficient of ݔଶ:	ܣ ൅ ܤ ൅ ܥ ൌ 1																																						ሺ3ሻ 

 

Solving the above simultaneous equations yields 
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ܣ ൌ
8
3
, ܤ ൌ െ

3
2
ܥ					݀݊ܽ							 ൌ െ

1
6
 

Then 

න
ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

ݔ݀ ൌ න݀ݔ ൅
8
3
න

ݔ݀
ሺݔ െ 2ሻ

െ
3
2
න

ݔ݀
ሺݔ െ 1ሻ

െ
1
6
න

ݔ݀
ሺݔ ൅ 1ሻ

 

or 

	න
ଷݔ െ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 2
ଷݔ െ ଶݔ2 െ ݔ ൅ 2	

ݔ݀ ൌ ݔ	 ൅
8
3
ln|ݔ െ 2| െ

3
2
ln|ݔ െ 1| െ

1
6
ln|ݔ ൅ 1| ൅ ܿ 

HOMEWORKS 

HW 1: Evaluate the integral  

න
݁௫݀ݔ

݁௫ሺ݁ଶ௫ ൅ 3݁௫ ൅ 2ሻ	
 

Hint: Let ݕ ൌ ݁௫ ⇒ ݕ݀ ൌ ݁௫݀ݔ the above integral will be transformed into the following 

form 

න
ݕ݀

ଶݕሺݕ ൅ ݕ3 ൅ 2ሻ	
ൌ න

ݕ݀
ݕሺݕ ൅ 2ሻሺݕ ൅ 1ሻ	

 

 

HW 2: Evaluate the integral  

න
ݔ݀

cos ݔ ሺsinଶ ݔ െ 4ሻ	
 

Hint: Multiply by cos ݔ / cos  yields ݔ

න
cos ݔ ݔ݀

cosଶ ݔ ሺsinଶ ݔ െ 4ሻ	
ൌ න

cos ݔ ݔ݀
ሺ1 െ sinଶ ሻሺsinଶݔ ݔ െ 4ሻ	

 

Let ݕ ൌ sin ݔ ⇒ ݕ݀ ൌ cos ݔ  the above integral will be transformed into the ݔ݀

following form 

න
ݕ݀

ሺ1 െ ଶݕଶሻሺݕ െ 4ሻ	
ൌ න

ݕ݀
ሺ1 െ ሻሺ1ݕ ൅ ݕሻሺݕ െ 2ሻሺݕ ൅ 2ሻ	

 

 

HW 3: Evaluate the integral  

න
ݔ݀

tanଶ ݔ ൅ 2 tan 	ݔ
 

Hint: Multiply by secଶ ݔ / secଶ  yields ݔ

න
secଶ ݔ ݔ݀

secଶ ݔ ሺtanଶ ݔ ൅ 2 tan 	ሻݔ
ൌ න

secଶ ݔ ݔ݀
ሺ1 ൅ tanଶ ሻݔ ሺtanଶ ݔ ൅ 2 tan 	ሻݔ

 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
	

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING.	 9‐20	
 

 

Let ݕ ൌ tan ݔ ⇒ ݕ݀ ൌ secଶ ݔ  the above integral will be transformed into the ݔ݀

following form 

න
ݕ݀

ሺ1 ൅ ଶݕଶሻሺݕ ൅ 	ሻݕ2
 

 

 

Trigonometric Substitutions of ݕ ൌ tanሺ2/ݔሻ 

One can use the following substitution to transform the trigonometric function to algebraic 

functions 

Let ݕ ൌ tanሺ2/ݔሻ	 

then tanିଵ ݕ ൌ 2/ݔ ⇒ ݔ ൌ 2 tanିଵ  ݕ

ݔ݀ ൌ
ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

 

Using the following identity and the figure shown one can find 

the following expressions 

sin ݔ ൌ 2 sinሺ2/ݔሻ ∙ cosሺ2/ݔሻ 

										ൌ 2
ݕ

ඥ1 ൅ ଶݕ
1

ඥ1 ൅ ଶݕ
ൌ

ݕ2
1 ൅ ଶݕ

 

Also 

cos ݔ ൌ cosଶሺ2/ݔሻെsinଶሺ2/ݔሻ	

										ൌ
1

1 ൅ ଶݕ
െ

ଶݕ

1 ൅ ଶݕ
ൌ
1 െ ଶݕ

1 ൅ ଶݕ
	

then 

sin ݔ ൌ
ݕ2

1 ൅ ଶݕ
 

cos ݔ ൌ
1 െ ଶݕ

1 ൅ ଶݕ
 

 

Example 20 : Evaluate the integral 

න
ݔ݀

2 ൅ sin ݔ
 

Solution 

 ݕ

1 

ඥ1 ൅ ଶݕ

2/ݔ
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By using the trigonometric substitution of ݕ ൌ tan  2/ݔ

cos ݔ ൌ
1 െ ଶݕ

1 ൅ ଶݕ
ݔ݀							, ൌ

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

 

න

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

2 ൅
1 െ ଶݕ
1 ൅ ଶݕ

ൌ න
ݕ2݀

2ሺ1 ൅ ଶሻݕ ൅ ሺ1 െ ଶሻݕ
ൌ 2න

ݕ݀
ଶݕ ൅ 3

ൌ
2

√3
tanିଵ

ݕ

√3
൅ ܿᇱ 

			ൌ
2

√3
tanିଵ

tanሺ2/ݔሻ	

√3
൅ ܿ											 

 

Example 21 : Evaluate the integral 

න
sin ݔ

sin ݔ ൅ 2
 ݔ݀

Solution 

න
sin ݔ

sin ݔ ൅ 2
ݔ݀ ൌ න

sin ݔ ൅ 2 െ 2
sin ݔ ൅ 2

ݔ݀ ൌ න݀ݔ െ 2න
ݔ݀

sin ݔ ൅ 2
ൌ ݔ െ 2න

ݔ݀
sin ݔ ൅ 2

 

By using the trigonometric substitution of ݕ ൌ tan  2/ݔ

sin ݔ ൌ
ݕ2

1 ൅ ଶݕ
ݔ݀											, ൌ

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

 

න
ݔ݀

sin ݔ ൅ 2
ൌ න

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

ݕ2
1 ൅ ଶݕ ൅ 2

ൌ න
ݕ݀

ݕ ൅ ሺ1 ൅ ଶሻݕ
ൌ න

ݕ݀
ଶݕ ൅ ݕ ൅ 1

 

ଶݕ ൅ ݕ ൅ 1 ൌ ଶݕ ൅ ݕ ൅
1
4
൅
3
4
ൌ ൬ݕ ൅

1
2
൰
ଶ

൅
3
4
 

න
ݕ݀

ଶݕ ൅ ݕ ൅ 1
ൌ න

ݕ݀

ቀݕ ൅ 1
2ቁ

ଶ
൅ 3
4

ൌ
2

√3
tanିଵ ቌ

ݕ ൅ 1
2

√3/2
ቍ ൅ ܿ′ 

න
sin ݔ

sin ݔ ൅ 2
ݔ݀ ൌ ݔ െ 2 ∙

2

√3
tanିଵ ൮

tan ቀ2ݔቁ	 ൅
1
2

√3
2

൲ ൅ ܿ 

																											ൌ ݔ െ
4

√3
tanିଵ ቆ

2tanሺ2/ݔሻ	 ൅ 1

√3
ቇ ൅ ܿ			 

Example 22 : Evaluate the integral  

න
ݔ݀

2 sec ݔ ൅ 3
 

Solution 
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න
ݔ݀

2 sec ݔ ൅ 3
ൈ
cos ݔ
cos ݔ

ൌ න
cos ݔ ݔ݀
2 ൅ 3 cos ݔ

ൌ
1
3
න
3 cos ݔ ൅ 2 െ 2
3 cos ݔ ൅ 2

 ݔ݀

																																								ൌ
1
3
൤න݀ݔ െ 2න

ݔ݀
3 cos ݔ ൅ 2

൨ ൌ
1
3
൤ݔ െ 2න

ݔ݀
3 cos ݔ ൅ 2

൨ 

By using the trigonometric substitution of ݕ ൌ tan  2/ݔ

cos ݔ ൌ
1 െ ଶݕ

1 ൅ ଶݕ
ݔ݀														, ൌ

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

 

න
ݔ݀

3 cos ݔ ൅ 2
ൌ න

ݕ2݀
1 ൅ ଶݕ

3 ൬
1 െ ଶݕ
1 ൅ ଶ൰ݕ ൅ 2

ൌ 2න
ݕ݀

3ሺ1 െ ଶሻݕ ൅ 2ሺ1 ൅ ଶሻݕ
ൌ 2න

ݕ݀
5 െ ଶݕ

ൌ
2

√5	
tanିଵ ൬

ݕ

√5
൰ ൅ ܿ′ 

 

න
ݔ݀

2 sec ݔ ൅ 3
ൌ
1
3
ቈݔ െ 2

2

√5	
tanିଵ ቆ

tanሺ2/ݔሻ

√5
ቇ቉ ൅ ܿ ൌ

ݔ
3
െ

4

3√5	
tanିଵ ቆ

tanሺ2/ݔሻ

√5
ቇ ൅ ܿ			 

 

Products of Powers of Sines and Cosines 

The integrals of the form 

නsin௠ ݔ cos௡ ݔ  ݔ݀

Where ݉ and ݊ are nonnegative integers (positive or zero). One can divide the work into three 
cases: 

 

Case 1: If ݉ is odd, one can write ݉ as  2݇ ൅ 1 and use the identity sinଶ ݔ ൌ 1 െ cosଶ  to ݔ
obtain 

sin௠ ݔ ൌ sinଶ௞ାଵ ݔ ൌ ሺsinଶ ሻ௞ݔ sin ݔ ൌ ሺ1 െ cosଶ ሻ௞ݔ sin  ݔ

Then we combine the single sin – equal to ݔ݀ݔ in the integral and set ݔ݀ with ݔ ݀ሺcos  .ሻݔ

 

Case 2: If ݉ is even and ݊ is odd, one can write ݊ as  2݇ ൅ 1 and use the identity cosଶ ݔ ൌ 1 െ
sinଶ  to obtain ݔ

cos௠ ݔ ൌ cosଶ௞ାଵ ݔ ൌ ሺcosଶ ሻ௞ݔ cos ݔ ൌ ሺ1 െ sinଶ ሻ௞ݔ cos  ݔ

Then we combine the single cos equal to ݀ሺsin ݔ݀ݔ in the integral and set ݔ݀ with ݔ  .ሻݔ
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Case 3: If ݉ and ݊ are both even, one can substitute  

sinଶ ݔ ൌ
1 െ cos ݔ2

2
,												cosଶ ݔ ൌ

1 ൅ cos ݔ2
2

 

To reduce the integral to one in lower powers of cos  .ݔ2

Also, one can use the following general reduction formulas 

නsin௡ ݔ cos௠ ݔ ݔ݀ ൌ െ
sin௡ିଵ ݔ cos௠ାଵ ݔ

݉ ൅ ݊
൅
݊ െ 1
݉ ൅ ݊

නsin௡ିଶ ݔ cos௠ ݔ ሺ݊							ݔ݀ ് െ݉ሻ 

Or 

නsin௡ ݔ cos௠ ݔ ݔ݀ ൌ െ
sin௡ାଵ ݔ cos௠ିଵ ݔ

݉ ൅ ݊
൅
݉ െ 1
݉ ൅ ݊

නsin௡ ݔ cos௠ିଶ ݔ  	ݔ݀

 

Example 23 : Evaluate the integral  

නsinଷ ݔ cosଶ ݔ  ݔ݀

Solution 

The integral having the form 

නsin௠ ݔ cos௡ ݔ  ݔ݀

With ݉ ൌ 3 odd, one can write ݉ ൌ 3 ൌ 2݇ ൅ 1 ⇒ ݇ ൌ 1 and use the identity sinଶ ݔ ൌ 1 െ
cosଶ  to obtain ݔ

sinଷ ݔ ൌ sinଶൈଵାଵ ݔ ൌ ሺsinଶ ሻଵݔ sin ݔ ൌ ሺ1 െ cosଶ ሻଵݔ sin  ݔ

නsinଷ ݔ cosଶ ݔ ݔ݀ ൌ නሺ1 െ cosଶ sin	ሻݔ ݔ cosଶ ݔ  ݔ݀

Let ݑ ൌ cos ݔ ⇒ ݑ݀ ൌ െsin ݔ  ݔ݀

නሺ1 െ cosଶ sin	ሻݔ ݔ cosଶ ݔ ݔ݀ ൌ െනሺ1 െ 	ଶሻݑ ଶݑ ݑ݀ ൌ නሺݑସ െ ݑଶሻ݀ݑ ൌ
ହݑ

5
െ
ଷݑ

3
൅ ܿ′ 

∴ න sinଷ ݔ cosଶ ݔ ݔ݀ ൌ
1
5
cosହ ݔ െ

1
3
cosଷ ݔ ൅ ܿ						 

 

Example 24 : Evaluate the integral  

නcosହ ݔ  ݔ݀

Solution 

The integral having the form 
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නsin௠ ݔ cos௡ ݔ  ݔ݀

With ݊ ൌ 5 odd and ݉ ൌ 0, one can write ݊ ൌ 5 ൌ 2݇ ൅ 1 ⇒ ݇ ൌ 2 and use the identity cosଶ ݔ ൌ
1 െ sinଶ  to obtain ݔ

cosହ ݔ ൌ cosଶൈଶାଵ ݔ ൌ ሺcosଶ ሻଶݔ cos ݔ ൌ ሺ1 െ sinଶ ሻଶݔ cos  ݔ

නcosହ ݔ ݔ݀ ൌ නሺ1 െ sinଶ ሻଶݔ cos ݔ  ݔ݀

Let ݑ ൌ sin ݔ ⇒ ݑ݀ ൌ cos ݔ  ݔ݀

නሺ1 െ sinଶ ሻଶݔ cos ݔ ݔ݀ ൌ නሺ1 െ ଶሻଶݑ ݑ݀ ൌ නሺ1 െ ଶݑ2 ൅ ସሻݑ ݑ݀ ൌ ݑ െ
2
3
ଷݑ ൅

1
5
ହݑ ൅ ܿ′	 

∴ නcosହ ݔ ݔ݀ ൌ sin ݔ െ
2
3
sinଷ ݔ ൅

1
5
sinହ ݔ ൅ ܿ					 

 

HOMEWORKS 

1.නሺ2ݔ ൅ 1ሻଵ଴	ݔଶ න.2																														ݔ݀
ଷݔ

ሺݔ ൅ 2ሻ
ଷ
ଶ

න.3																																						ݔ݀
ݔ

4 ൅ ସݔ9
 ݔ݀

4.න
ݔ݀

√െݔଶ ൅ 	ݔ6
																																							5.න

ݔ݀
ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 5

																																							6.න
ݔ݀

1 െ sin ݔ2
 

7.න
sinଷ ݔ

√cos యݔ න.8																																									ݔ݀ csc଺ න.9																																								ݔ݀	ݔ sinଶ ݔ cosଶ  ݔ݀	ݔ

10.න secସ ݔ tan
ଵ
ଶ න√1.11																										ݔ݀ െ cos 	ݔ2 න.12																											ݔ݀

sin ݔ
ሺ1 ൅ cos ሻଶݔ

 ݔ݀

13.න
√tan ݔ

1 െ sinଶ ݔ
න.14																													ݔ݀ cotସ ݔ2 න√sin.15																																							ݔ݀ ݔ cosଷ ݔ  ݔ݀

16.න
ݔ݀

1 െ sec ݔ
																																				17.න

ݔ݀

ݔ4√ െ ଶݔ ൅ 5	
																																		18.න

ݔ݀
ଶݔ4 ൅ ݔ2 ൅ 3

 

19.න
ݔ݀

1√ݔ√ െ 	ݔ
																																20න

tan ݔ secଶ ݔ

√1 ൅ tan 	ݔ
න.21																																					ݔ݀

ହݔ െ ݔ ൅ 1
ଶݔ ൅ 1

 ݔ݀
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Definite Integral 

Sigma notation: 

෍ܭଶ

ସ

௞ୀଵ

ൌ 1ଶ ൅ 2ଶ ൅ 3ଶ ൅ 4ଶ 

෍ ଷܭ

ଵ

௞ୀିଷ

ൌ ሺെ3ሻଷ ൅ ሺെ2ሻଷ ൅ ሺെ1ሻଷ ൅ ሺ0ሻଷ ൅ ሺ1ሻଷ 

෍ ௝ܽݔ௝ ൌ ܽଵݔଵ ൅ ܽଶݔଶ ൅ ܽଷݔଷ ൅ ⋯൅ ܽ௡ݔ௡
௡

௝ୀଵ

 

෍2

ସ

௜ୀଵ

ൌ 2 ൅ 2 ൅ 2 ൅ 2 

෍
݅ ൅ 1
݅ ൅ 3

௡

௜ୀଵ

ൌ
2
4
൅
3
5
൅
4
6
൅
5
7
൅⋯ 

෍݇sin ൬
ߨ݇
5
൰

ଷ

௞ୀଵ

ൌ sin ቀ
ߨ
5
ቁ ൅ 2 sin ൬

ߨ2
5
൰ ൅ 3 sin ൬

ߨ3
5
൰ 

 

Properties: 

1. 
෍݇ ௝ܽ

௡

௝ୀଵ

ൌ ݇෍ ௝ܽ

௡

௝ୀଵ

 

 

2. 
෍ሺܽ௞ ∓ ܾ௞ሻ
௡

௞ୀଵ

ൌ ෍ܽ௞

௡

௞ୀଵ

∓෍ܾ௞

௡

௞ୀଵ

 

 

3.  ෍ܽ௞

௡

௞ୀଵ

ൌ ܽଵ ൅ ܽଶ ൅෍ܽ௞

௡

௞ୀଷ

ൌ ෍ܽ௞

௡ିଵ

௞ୀଵ

൅ ܽ௡ ൌ ෍ܽ௞

ସ

௞ୀଵ

൅෍ܽ௞

௡

௞ୀହ

 

4. 
෍ܽ௞

௡

௞ୀଵ

ൌ෍ ௝ܽ

௡

௝ୀଵ

ൌ෍ܽ௜

௡

௜ୀଵ
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Summation Formulas: 

1. 
෍݇

௡

௞ୀଵ

ൌ 1 ൅ 2 ൅ 3 ൅ 4 ൅⋯൅ ݊ ൌ
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2
 

2. 
෍݇ଶ
௡

௞ୀଵ

ൌ 1ଶ ൅ 2ଶ ൅ 3ଶ ൅ ⋯൅ ݊ଶ ൌ
݊ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
 

3. 
෍݇ଷ
௡

௞ୀଵ

ൌ 1ଷ ൅ 2ଷ ൅ 3ଷ ൅ ⋯൅ ݊ଷ ൌ ൤
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2
൨
ଶ

 

    

Area under a curve: 

Problem: Find the area of a region R bounded below by 

the  x‐axis, on  the  sides by  the  lines  x=a  ,and  x=b,  and 

above  by  a  curve	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, where  ݂  is  continuous  on 

ሾܽ, ܾሿ and ݂ሺݔሻ ൒ 0 for all x in  ሾܽ, ܾሿ , ܣ௔௕  ?   

Solution 

1. Choose an arbitrary positive  integer n and divided  the  interval    ሾܽ, ܾሿ  into n  subintervals of 

width ∆ݔ ൌ ௕ି௔

௡
  by points 

ܽ ൌ ,଴ݔ ,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ … , ,௞ݔ … , ,௡ିଵݔ ௡ݔ ൌ ܾ  

2. Draw  vertical  lines  through  the  points 

,଴ݔ ,ଵݔ ,ଶݔ … ,  ௡  to divide the region R into n stripsݔ

of uniform width, the lines 

଴ݕ  ൌ ݂ሺܽሻ, ,ଵݕ ,ଶݕ ,ଷݕ … , ,௞ݕ … , ,௡ିଵݕ ௡ݕ ൌ ݂ሺܾሻ   

 

 

 

ݕ

ܽݔ ܾ

ܴ	

ݕ

ܽݔ ܾ
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Inscribed rectangle: 

࢔ܵ ൌ ଴ሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ଵሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ⋯൅ ௞ሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ⋯൅

  ௡ିଵሻݔሺ݂ݔ∆

ൌ෍∆݂ݔሺݔ௞ሻ

௡

௞ୀଵ

 

or Circumscribed rectangles: 

ܵ௡തതത ൌ ଵሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ଶሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ⋯൅ ௞ሻݔሺ݂ݔ∆ ൅ ⋯൅   ௡ሻݔሺ݂ݔ∆

ൌ෍∆݂ݔሺݔ௞ሻ

௡

௞ୀଵ

 

࢔ܵ ൏ ࢈ࢇܣ ൏ ܵ௡തതത 

 

 

 

If we allow n to increase, the widths of the rectangles will get smaller, so that the approximation 

of R will get better as the smaller rectangles fill in more of the gaps under the curve. Thus we can 

consider the exact areas of R to be the limit of the areas of the approximately regions as n goes to 

plus infinity. 

࢈ࢇܣ ൌ lim
௡→ஶ

ܵ௡തതത ൌ lim
௡→ஶ

࢔ܵ ⟹ ࢈ࢇܣ ൌ lim
௡→ஶ

෍∆݂ݔሺݔ௞ሻ

௡

௞ୀଵ

ൌ lim
∆௫→଴

෍∆݂ݔሺݔ௞ሻ

௡

௞ୀଵ

 

Properties: 

௔௔ܣ .1 ൌ 0																							ሺ∆ݔ ൌ 0ሻ 

௕ܣ .2
௔ ൌ െܣ௔௕													ሺ∆ݔ ൏ 0ሻ						 

௔௕ܣ .3 ൌ ௔௖ܣ ൅  ௖௕ܣ

ݕ

ܽݔ ܾ

ݕ

ܽݔ ܾ
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Definite Integrals: 

The limit in the definition above is so important that there is some special notation for it. We write  

න݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔

ൌ lim
∆௫→଴

෍∆݂ݔሺݔ௞ሻ

௡

௞ୀଵ

 

or 

௔௕ܣ ൌ ൤
ܽ݁ݎܽ ݎ݁݀݊ݑ ݕ ൌ ݂ሺݔሻ

ݎ݁ݒ݋ ሾܽ, ܾሿ
൨ ൌ න݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔

 

 

Theorem: The Fundamental Theorem of Calculus, Part 1 

If ݂	 is continuous on [a , b] and differentiable on (a , b) and its derivative is ݂ሺݔሻ; 

ሻݔᇱሺܨ ൌ
݀
ݔ݀

න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൌ ݂ሺݔሻ
௫

௔
. 

Proof of Theorem:                                            

ሻݔሺܨ ൌ න݂ሺݐሻ

௫

௔

 ݐ݀

ௗ

ௗ௫
ሻݔሺܨ ൌ lim

௛→଴

ிሺ௫ା௛ሻିிሺ௫ሻ

௛
 

ݔሺܨ ൅ ݄ሻ െ ሻݔሺܨ ൌ ݄	݂ሺݔሻ                                                         
ௗ

ௗ௫
ሻݔሺܨ ൌ lim

௛→଴

௛	௙ሺ௫ሻ

௛
ൌ

݂ሺݔሻ                               

 

Ex:  
ௗ

ௗ௫
׬

ௗ௧

௧ାଵ

௫
ଵ ൌ

ଵ

௫ାଵ
 

Ex: 
ௗ

ௗ௨
׬

ௗ௦

௦మିଵ	

௨
଴ ൌ

ଵ

௨మିଵ	
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Ex:  ݀
ݔ݀

න
ݐ݀

ଶݐ√ ൅ 1	

ଵ

௫
ൌ െ

݀
ݔ݀

න
ݐ݀

ଶݐ√ ൅ 1

௫

ଵ
ൌ

െ1

ଶݔ√ ൅ 1
 

 

If ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ	
௨ୀ௚ሺ௫ሻ
௔  

ሻݔሺ′ܨ ൌ
݀
ݑ݀

න ݂ሺݐሻ݀ݐ	 ∙
ݑ݀
ݔ݀

௨

௔
 

             	ൌ ݂ሺݑሻ ∙
ௗ௨

ௗ௫
 

 

Ex: find ܨᇱ, ሻݔሺܨ to the function ′′ܨ ൌ ׬ √1 െ 	ଶݐ
ୱ୧୬௫
଴  .ݐ݀

Sol.: ܨᇱሺݔሻ ൌ √1 െ sinଶ ݔ 	∙ cos ݔ ൌ cosଶ  ݔ

ሻݔᇱᇱሺܨ         ൌ െ2 cos ݔ sin ݔ ൌ െsin  ݔ2

Example: Find 
ௗ௬

ௗ௫
ܽ݊݀

ௗమ௬

ௗ௫మ
 to the function ݕ ൌ ׬

௧

√ଵି௧మ	

ୡ୭ୱ௫
ୱ୧୬௫   .ݐ݀

Solution: 

ݕ ൌ න
ݐ

√1 െ 	ଶݐ

௖

ୱ୧୬௫

ݐ݀ ൅ න
ݐ

√1 െ 	ଶݐ

ୡ୭ୱ௫

௖

ݐ݀ ൌ െ න
ݐ

√1 െ 	ଶݐ

ୱ୧୬௫

௖

ݐ݀ ൅ න
ݐ

√1 െ 	ଶݐ

ୡ୭ୱ௫

௖

 ݐ݀

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
െsin ݔ

√1 െ sinଶ 	ݔ
∙ cos ݔ ൅

cos ݔ

√1 െ cosଶ 	ݔ
∙ ሺെ sin  	ሻݔ

                                  ൌ െsin ݔ െ cos  ݔ

݀ଶݕ
ଶݔ݀

ൌ െ cos ݔ ൅ sin  																																																														ݔ
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Theorem: The Fundamental Theorem of Calculus, Part 2 

If ݂	is continuous at every point of [a , b] and ܨ is any antiderivative of ݂	 on [a , b], 

then 

න݂ሺݔሻ

௕

௔

ݔ݀ ൌ ሺܾሻܨ െ  .ሺܽሻܨ

Proof: 

Find the area under the line y = x to the interval [0,b]. 

Solution:  We compute the area in two ways. 

(a) To compute the definite integral as the limit of Riemann 

sums, 

ݔ∆ ൌ
ܾ െ 0	
݊

ൌ
ܾ
݊
 

 

ܲ ൌ ൜0,
ܾ
݊
,
2ܾ
݊
,
3ܾ
݊
, … ,

ܾ݊
݊
ൠ ௞ݔ	݀݊ܽ	 ൌ

ܾ݇
݊
. 

So                                               

 

lim
௡→ஶ

∑ ݂ሺݔ௞ሻ∆ݔ
௡
௞ୀଵ ൌ 

lim
௡→ஶ

෍
ܾ݇
݊
∙
ܾ
݊
ൌ

௡

௞ୀଵ

 

lim
௡→ஶ

෍
ܾ݇ଶ

݊ଶ
ൌ

௡

௞ୀଵ

 

ܾଶ

݊ଶ
	 lim
௡→ஶ

෍݇ ൌ	

௡

௞ୀଵ
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lim
௡→ஶ

ܾଶ

݊ଶ
∙
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2
ൌ lim

௡→ஶ

ܾଶ

2
൬1 ൅

1
݊
൰ ൌ

ܾଶ

2
 

(b) ܣ ൌ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ ∙ ܾ ∙ ܾ ൌ

௕మ

ଶ
 . Therefore, 

නݔ	ݔ݀

௕

଴

ൌ
ܾଶ

2
. 

To find the area to the interval [a , b]. 

නݔ	ݔ݀	

௕

௔

ൌ නݔ	ݔ݀

଴

௔

൅ නݔ	ݔ݀

௕

଴

 

                                                                		ൌ െ׬ ݔ݀	ݔ
௔
଴ ൅ ׬ ݔ݀	ݔ

௕
଴  

                                                               				ൌ െ
௔మ

ଶ
൅

௕మ

ଶ
       

නݔ	ݔ݀

௕

௔

ൌ
ܾଶ

2
െ
ܽଶ

2
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Example: Find the area under the curve  ݕ ൌ ݔ from	ଷݔ ൌ െ1	to ݔ ൌ 1. 

Solution:  

ݕ ൌ ݔ			݄݊݁ݓ			݋ ൌ 0 

ଵିܣ
ଵ ൌ න|݂ሺݔሻ|݀ݔ

ଵ

ିଵ

ൌ ቮ නݔଷ	݀ݔ

଴

ିଵ

ቮ ൅ ቮනݔଷ	݀ݔ	

ଵ

଴

ቮ 

        ൌ ቚ௫
ర

ସ
ሿ ଴
ିଵቚ ൅ ቚ௫

ర

ସ
ሿ ଵ଴ቚ ൌ ቚ0 െ ଵ

ସ
ቚ ൅ ቚଵ

ସ
െ 0ቚ ൌ ଵ

ଶ
. 

 

Example: Find the area under the curve ݕ ൌ sin ݔ cosଶ ݔ from  ݔ2 ൌ ݔ	݋ݐ	0 ൌ గ

ଶ
. 

Solution: 

sin ݔ cosଶ ݔ2 ൌ 0				 ⟹			 sin ݔ ൌ ݔ		݄݊݁ݓ			0 ൌ 0 

		ݎ݋                                       cosଶ ݔ2 ൌ 0 ݔ2	݄݊݁ݓ			 ൌ గ

ଶ
	⟹ ݔ ൌ గ

ସ
	 

଴ܣ

గ
ଶ ൌ ተተන sin ݔ cosଶ ݔ2

గ
ସ

଴

ተተݔ݀ ൅ ተተන sin ݔ cosଶ ݔ2

గ
ଶ

గ
ସ

 ተተݔ݀

නsin ݔ cosଶ ݔ݀	ݔ2 ൌ නsin ሺ	ݔ
1 ൅ cos ݔ4

2
ሻ ݔ݀ ൌ

1
2
න sin ݔ ݔ݀ ൅

1
2
න sin ݔ cos  ݔ݀	ݔ4

																																			ൌ െ
1
2
cos ݔ ൅

1
4
නሺsinሺ1 െ 4ሻ ݔ ൅ sinሺ1 ൅ 4ሻݔሻ  ݔ݀

                               			ൌ െ ଵ

ଶ
cos ݔ ൅ ଵ

ସ
ሻݔሺsinሺെ3׬ ൅ sin ሻݔ5  ݔ݀

                                		ൌ െ ଵ

ଶ
cos ݔ ൅ ଵ

ସ
ሺଵ
ଷ
cos ݔ3 െ ଵ

ହ
cos ሻ	ݔ5 ൅ ܿ 
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଴ܣ

గ
ଶ ൌ อെ

1
2
cos ݔ ൅

1
4
ሺ
1
3
cos ݔ3 െ

1
5
cos ሻሿ	ݔ5

ߨ
4
0
อ ൅ ቮെ

1
2
cos ݔ ൅

1
4
ሺ
1
3
cos ݔ3 െ

1
5
cos ሻሿ	ݔ5

ߨ
2
ߨ
4
ቮ

ൌ 	7/15 

   

Theorem: The Mean Value Theorem For Definite Integrals 

If ݂ is continuous on [a , b], then at some point ܿ	in [a , b], 

݂ሺܿሻ ൌ
1

ܾ െ ܽ	
න݂ሺݔሻ

௕

௔

 ݔ݀

 

 

Example:  Find  the  average  value  of  ݂ሺݔሻ ൌ sin  on	ݔߨ the 

interval [‐1,1]. 

Solution: 

݂ሺܿሻ ൌ
1

1—ሺെ1ሻ
න sin		ݔߨ	ݔ݀

ଵ

ିଵ

ൌ
1
2
ሺ0ሻ ൌ 0 

Example: Find the average value of ݂ሺݔሻ ൌ
௫ାଶ	

√ଽିସ௫మ	
 to the interval [0 , 1]. 

Solution:  

݂ሺܿሻ ൌ
1

1 െ 0
න

ݔ ൅ 2

√9 െ 	ଶݔ4
ݔ݀

ଵ

଴

ൌ න
ݔ

√9 െ 	ଶݔ4
ݔ݀ ൅ 2න

ݔ݀

√9 െ 	ଶݔ4

ଵ

଴

ଵ

଴

 

         	ൌ െ
ଵ

଼

ሺଽିସ௫మሻ
భ
మ

భ
మ

ሿ ଵ଴ ൅ sinିଵ
ଶ௫

ଷ
	ሿ ଵ଴ ൌ െ√ହ

ସ
൅

ଷ

ସ
൅ sinିଵ

ଶ

ଷ
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Example: Find the average value of ݕ ൌ ݔ ൅  .to the interval [‐1,2] |ݔ|

Solution: 

|ݔ| ൌ ቄ
െݔ, ݔ ൏ 0
,ݔ ݔ ൒ 0 

݂ሺܿሻ ൌ
1

2 െ ሺെ1ሻ
නሺݔ ൅ ሻ|ݔ|

ଶ

ିଵ

ݔ݀ ൌ
1
3
቎ නሺݔ െ ݔሻ݀ݔ

଴

ିଵ

൅ නሺݔ ൅ ݔሻ݀ݔ

ଶ

଴

቏ 

ൌ
1
3
න2ݔ݀ݔ ൌ

1
3
ଶሿݔ

1
0
ൌ
1
3
ሺ4 െ 0ሻ ൌ

4
3

ଶ

଴

 

 

Example: Evaluate the integral ׬ ݂ሺݔሻ
ଶ
ିଵ  ,if ݔ݀

݂ሺݔሻ ൌ ൜
cos 																	ݔߨ െ 1 ൑ ݔ ൑ 1
ݔ√ ൅ 1																				1 ൏ ݔ ൏ 2

 

Solution:  

න݂ሺݔሻ

ଶ

ିଵ

ݔ݀ ൌ නcos ݔߨ

ଵ

ିଵ

൅ න√ݔ ൅ ݔ݀		1

ଶ

ଵ

 

ൌ 2නcos ݔߨ

ଵ

଴

ݔ݀ ൅ නሺݔ ൅ 1ሻ
ଵ
ଶ

ଶ

ଵ

 ݔ݀

ൌ
2
ߨ
ሺsin ሻݔߨ

1
0
൅
ሺݔ ൅ 1ሻ

ଷ
ଶ

3
2

ሿ
2
1
ൌ 2√3 െ

4√2
3
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APPLICATIONS OF DEFINITE INTEGRALS 7 
 

Example: Find the area bounded by the curve ݕ ൌ ଶݔ െ ݔ2 െ 3 and lines ݕ ൌ 0, ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 2. 

Solution: 

First we sketch the area. The limits of integration are found by found the points of intersection of 

the area. 

ᇱݕ ൌ ݔ2 െ 2 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 1, ݕ ൌ െ4	 ⟹ ሺ1,െ4ሻ Transition point. 

ݔ ൌ 0 ⟹ ݕ ൌ െ3 

ݔ ൌ 2	 ⟹ ݕ ൌ െ3 

ܣ݀ ൌ |݂ሺݔሻ|݀ݔ ൌ ݕ	| ൌ ଶݔ െ ݔ2 െ  ݔ݀|3

଴ܣ
ଶ ൌ න|ݔଶ െ ݔ2 െ 3|

ଶ

଴

ݔ݀ ൌ ቮන ଶݔ	 െ ݔ2 െ ݔ݀	3

ଶ

଴

ቮ ൌ ቤ
ଷݔ

3
െ ଶݔ െ ቉ݔ3

2
0
ቤ ൌ ฬ

8
3
െ 4 െ 6ฬ ൌ

22
3
 .ଶݐ݅݊ݑ	

 

AREAS BETWEEN CURVES 

Area  under  the  curve  can  be  found  by  using  two 

approaches of integrations: 

1. Integration with respect to ࢞. 
 

ܣ݀ ൌ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|݀ݔ 

 

 

 

 

 

 

 

 ݔ݀

ଵݕ ൌ ݂ሺݔሻ 

ଶݕ ൌ ݃ሺݔሻ 

 ܣ݀

ܣ ൌ න ܣ݀
௕

௔
ൌ න |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|݀ݔ

௕

௔
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2. Integration with respect to ࢟. 
 

ܣ݀ ൌ ଵݔ| െ ݕ݀|ଶݔ ൌ |݂ሺݕሻ െ ݃ሺݕሻ|݀ݕ 

ܣ ൌ න ܣ݀
ௗ

௖
ൌ න |݂ሺݕሻ െ ݃ሺݕሻ|݀ݕ

ௗ

௖
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Example 1: Find the area of the region enclosed by the parabola ݕ ൌ 2 െ ݕ ଶ and the lineݔ ൌ െݔ. 

 

Solution 

First one should sketch the two curves. 

Let ݕଵ ൌ 2 െ ଶݕ ଶ andݔ ൌ െݔ 

The  limits  of  integration  can  be  found  by  solving  the 

equation ݕଵ ൌ  ଶݕ

2 െ ଶݔ ൌ െݔ ⇒ ଶݔ െ ݔ െ 2 ൌ 0 

ሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻ ൌ 0 

ݔ ൌ െ1 and ݔ ൌ 2 

Then ܽ ൌ െ1 and ܾ ൌ 2 

ܣ݀ ൌ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ |2 െ ଶݔ ൅  ݔ݀|ݔ

ܣ ൌ න |2 െ ଶݔ ൅ ݔ݀|ݔ
ଶ

ିଵ
ൌ ቤන ሺ2 െ ଶݔ ൅ ݔሻ݀ݔ

ଶ

ିଵ
ቤ ൌ อቈ2ݔ ൅

ଶݔ

2
െ
ଷݔ

3
቉
ିଵ

ଶ

อ

ൌ ฬ൬4 ൅
4
2
െ
8
3
൰ െ ൬െ2 ൅

1
2
൅
1
3
൰ฬ ൌ

9
2
 .ݏ݊ܣ				

 

ଶݔ ൌ ݃ሺݕሻ 

 ݕ݀
 ܣ݀

ଵݔ ൌ ݂ሺݕሻ 

 ݔ݀
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Example 2: Find the area of the region in the first quadrant that is bounded above by ݕ ൌ  and ݔ√
below by the ݔ‐axis and the line ݕ ൌ ݔ െ 2. 

 

Solution 

First one should sketch the two curves. 

From the sketch there are two regions: 

Region ܣ 

ଵݕ ൌ ଶݕ and ݔ√ ൌ 0 

Region ܤ 

ଵݕ ൌ ଶݕ and ݔ√ ൌ ݔ െ 2 

Find the limits of each region 

The limits of region ܣ 

The lower limit is ܽ஺ ൌ 0 (satisfy the first quadrant). To find the upper limit let ݔ െ 2 ൌ 0 ⇒ ݔ ൌ 2 
then  ஺ܾ ൌ 2. 

The limits of region ܤ 

The lower limit is ܽ஻ ൌ 2 to find the upper limit let ݕଵ ൌ  ଶݕ

ݔ√ ൌ ݔ െ 2 ⇒ ݔ ൌ ሺݔ െ 2ሻଶ ⇒ ଶݔ െ ݔ5 ൅ 4 ൌ 0 ⇒ ሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 4ሻ ൌ 0 

Either ݔ ൌ 1 ൏ ܽ஻ lower limit, neglected 

Or ݔ ൌ 4 ൐ ܽ஻ O.K., then ܾ஻ ൌ 4 

Then  

  Region ܣ  Region ܤ 

Limits  ܽ ൌ 0 and ܾ ൌ 2  ܽ ൌ 2 and ܾ ൌ 4 

Functions  ଵݕ ൌ ଶݕ and ݔ√ ൌ 0  ଵݕ ൌ ଶݕ and ݔ√ ൌ ݔ െ 2 

 ܣ݀ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ  ݔ݀ݔ√ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ ห√ݔ െ ሺݔ െ 2ሻห݀ݔ 

 

 ݔ݀

 ݔ݀



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
	

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING,	
M.ASCE.	

7‐2	

 

ܣ ൌ ஺ܣ ൅ ஻ܣ ൌ න ห√ݔห	݀ݔ
ଶ

଴
൅ න ห√ݔ െ ሺݔ െ 2ሻห݀ݔ

ସ

ଶ
ൌ ቤ൤

2
3
ݔ
ଷ
ଶ൨
଴

ଶ

ቤ ൅ อቈ
2
3
ݔ
ଷ
ଶ െ

ଶݔ

2
൅ ቉ݔ2

ଶ

ସ

อ

ൌ ฬ
2
3
ሺ2ሻ

ଶ
ଷ െ 0ฬ ൅ ฬ൬

2
3
ሺ4ሻ

ଶ
ଷ െ 8 ൅ 8൰ െ ൬

2
3
ሺ2ሻ

ଶ
ଷ െ 2 ൅ 4൰ฬ ൌ

10
3
 .ݏ݊ܣ			

 

 

Example  3:  Find  the  area  of  the  region  in 

Example 2 by integraƟng with respect to ݕ. 

 

Solution 

From the sketch of the graph there are one region 

Find ݔ as a function of ݔ ,ݕ ൌ ݂ሺݕሻ 

ݕ ൌ ݔ െ 2 ⇒ ݔ ൌ ݕ ൅ 2 ⇒ ݂ሺݕሻ ൌ ݕ ൅ 2 

ݕ ൌ ݔ√ ⇒ ଶݕ ൌ ሻݕ݃ሺ	or ݔ ൌ  ଶݕ

Then the functions are 

݂ሺݕሻ ൌ ଵݔ ൌ ݕ ൅ 2	

݃ሺݕሻ ൌ ଶݔ ൌ  ଶݕ

Find the limits of integration 

The lower limit is ܿ ൌ 0 (satisfy the first quadrant).  

To find the upper limit let ݔଵ ൌ  ଶ thenݔ

ݕ ൅ 2 ൌ ଶݕ ⇒ ଶݕ െ ݕ െ 2 ൌ 0 ⇒ ሺݕ ൅ 1ሻሺݕ െ 2ሻ ൌ 0 

Either ݕ ൌ െ1 ൏ ܿ, this point gives a point of intersection below the ݔ‐axis, neglected 

Or ݕ ൌ 2 ൐ ܿ, O.K. then ݀ ൌ 2 

 

ܣ݀ ൌ ଵݔ| െ  ݕ݀|ଶݔ

ܣ ൌ න ଵݔ| െ ݕ݀|ଶݔ
ଶ

଴
ൌ ቤන ሺݔଵ െ ݕଶሻ݀ݔ

ଶ

଴
ቤ ൌ ቤන ሺݕ ൅ 2 െ ݕଶሻ݀ݕ

ଶ

଴
ቤ ൌ อቈ2ݕ ൅

ଶݕ

2
െ
ଷݕ

3
቉
଴

ଶ

อ ൌ
10
3
 .ݏ݊ܣ			

 

 

 ݕ݀
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Example 4: Find the area of the region in Example 2 by using a combined method of calculus and 

geometry 

 

Solution 

The area will be the area between the curves ݕଵ ൌ  ,ݔ√
and ݕଶ ൌ ܽ within the interval (axis‐ݔ) 0 ൌ 0 and ܾ ൌ
4, minus the area of a triangle with base 2 and height 
2. 

ܣ ൌ ௬ୀ଴ܣ
௬ୀ√௫ െ ௥௜௔௡௚௟௘்ܣ ൌ න ܣ݀

ସ

଴
െ
1
2
 ܪܤ

ܣ݀ ൌ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ ห√ݔ െ 0ห݀ݔ ൌ ห√ݔห݀ݔ 

ܣ ൌ න ห√ݔห݀ݔ
ସ

଴
െ
1
2
ሺ2ሻሺ2ሻ ൌ ቤන ݔ݀ݔ√

ସ

଴
ቤ െ 2 ൌ ቤ

2
3
ݔ
ଷ
ଶ൨
଴

ସ

ቤ െ 2 ൌ
10
3
 .ݏ݊ܣ					

Example 5: Prove that the area of a circle with radius ܽ is ܽߨଶ. 

 

Solution I 

The equation of a circle is 

ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ ܽଶ 

Or in piece‐wise form and as function of ݔ 

ݕ ൌ ቐ
൅ඥܽଶ െ ଶݔ

െඥܽଶ െ ଶݔ
 

If ݕଵ ൌ √ܽଶ െ  ଶݔ

Then ݕଶ ൌ െݕଵ 

ܣ݀ ൌ ሺݕଵ െ ݔଶሻ݀ݕ ൌ ሺݕଵ െ ሺെݕଵሻሻ݀ݔ ൌ ݔଵ݀ݕ2 ൌ 2ඥܽଶ െ  ݔ݀	ଶݔ

ܣ ൌ න ܣ݀ ൌ න 2ඥܽଶ െ ݔ݀	ଶݔ ൌ 2න 2ඥܽଶ െ ݔ݀	ଶݔ ൌ 4න ඥܽଶ െ ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݊݁ݒ݁						ݔ݀	ଶݔ
௔

଴

௔

଴

௔

ି௔

௔

ି௔
 

Let ݔ ൌ ܽ sin ߠ ⇒ ߠ ൌ sinିଵ ቀ௫
௔
ቁ 

 

ݔ݀ ൌ ܽ cos ߠ  ߠ݀	

Find the limits of ߠ 

 ݔ݀

 ݔ݀

ܽ െܽ 

 ݕ

 ݔ

 ݕ

 ݕ

ሺݔ, െݕሻ 

ሺݔ,  ሻݕ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ ܽଶ 
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ݔ ൌ 0 ⇒ ߠ ൌ 0 ൌ sinିଵሺ0ሻ ൌ 0 

ݔ ൌ ܽ ⇒ ߠ ൌ sinିଵ ቀ
ܽ
ܽ
ቁ ൌ sinିଵሺ1ሻ ൌ

ߨ
2
 

ܣ ൌ 4න ඥܽଶ െ ሺܽ sin 	ሻଶߠ

గ
ଶ

଴
ܽ cos ߠ ߠ݀	 ൌ 4න ܽଶ cosଶ 	ߠ

గ
ଶ

଴
ߠ݀ ൌ

4ܽଶ

2
න ሺ1 ൅ cos 	ሻߠ2

గ
ଶ

଴
ߠ݀

ൌ
4ܽଶ

2
൤ߠ ൅

1
2
sin ൨ߠ2

଴

గ
ଶ
ൌ 2ܽଶ ൤

ߨ
2
൅
1
2
sin

ߨ
2
െ ൬0 ൅

1
2
sin 0൰൨ ൌ .ܱ							ଶܽߨ  .ܭ

 
 

Solution II 

From the figure  

ݕ ൌ ܽ sin ݔ    and    ߠ ൌ ܽ cos ߠ ⇒ ݔ݀ ൌ െܽ sin  ߠ

The limits of integration is 0 ൑ ߠ ൑  ߨ2

ܣ݀ ൌ ݔ݀ݕ ൌ |ܽ sin ߠ ሺെܽ sin ߠ݀|ሻߠ ൌ ܽଶ sinଶ ߠ  ߠ݀

ܣ ൌ න ܣ݀
ଶగ

଴
ൌ න ܽଶ sinଶ ߠ ߠ݀

ଶగ

଴
ൌ
ܽଶ

2
න ሺ1 െ cos ߠሻ݀ߠ2
ଶగ

଴

ൌ
ܽଶ

2
൤ߠ െ

1
2
sin ൨ߠ2

଴

ଶగ

ൌ
ܽଶ

2
ሺ2ߨሻ

ൌ ܽଶߨ					ܱ.  .ܭ

 

Example: Find the area of the region enclosed by the curves ݔ ൌ ݔ ସand the curveݕ ൌ 2 െ  .ସݕ

Solution:  

1ሻ ௗ௫
ௗ௬
ൌ ଷݕ4 ൌ 0	 ⟹ ݕ		 ൌ 0, ݔ ൌ ݔ                                              0 ൌ  ସݕ

2ሻ ௗ௫
ௗ௬
ൌ െ4ݕଷ ൌ 0	 ⟹ ݕ		 ൌ 0, ݔ ൌ 2 

ସݕ ൌ 2 െ ସݕ 	⟹ ସݕ2		 ൌ 2	 ⟹ ସݕ ൌ 1	 ⟹ ݕ ൌ ∓1	, ݔ ൌ ݔ                                 1 ൌ 2 െ                           ସݕ

ሺ1,1ሻܽ݊݀	ሺ1, െ1ሻ	Intersection points 

ܣ݀ ൌ ଵݔ| െ ݕ݀|ଶݔ ൌ |2 െ ସݕ െ ݕ݀|ସݕ ൌ |2 െ  ݕ݀|ସݕ2

ଵିܣ
ଵ ൌ න|2 െ |ସݕ2

ଵ

ିଵ

ൌ ቮ2න2 െ ݕ݀		ସݕ2

ଵ

଴

ቮ ൌ 4 ቮනሺ1 െ ସሻݕ

ଵ

଴

ቮݕ݀ ൌ 4 ቤݕ െ
ହݕ

5
቉
1
0
ቤ 

 ݔ݀

ܽ െܽ 

 ݕ

 ݔ

 ݕ

ሺݔ,  ሻݕ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ ܽଶ 

ߠ
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								ൌ 4 ฬ1 െ
1
5
െ 0ฬ ൌ

16
5
 

 

Example: Find the area of the region enclosed by the curve		ݕ ൌ ݕ and the lines 		ݔ√ ൌ െݔ ൅ 6, 

ݕ ൌ 0. 

Solution: 

ᇱݕ ൌ ଵ

ଶ√௫	
൐ 0 Increasing function                                                                  

	ݔ√ ൌ െݔ ൅ ݕ                                                                                              6 ൌ െݔ ൅ ݕ                  6 ൌ  ݔ√

ݔ ൅ 	ݔ√ ൅ 6 ൌ 0 

൫√ݔ െ 2൯൫√ݔ ൅ 3൯ ൌ 0                                                                                     

ݔ√ ൌ 2 ⟹ ݔ ൌ 4, ݕ ൌ 2	ሺ4,2ሻ Intersection points 

	ݔ√ ് െ3 

ܣ݀ ൌ |ሺݔଵ െ ݕ݀|ଶሻݔ ൌ 	 |ሺ6 െ ሻݕ െ  ݕ݀|ଶݕ

଴ܣ
ଶ ൌ න|6 െ ݕ െ |ଶݕ

ଶ

଴

ݕ݀ ൌ ቮන6 െ ݕ െ ݕ݀	ଶݕ

ଶ

଴

ቮ ൌ ݕ6 െ
ଶݕ

2
െ
ଷݕ

3
቉
2
0
ൌ
22
3
 

Example: Find the area of the region enclosed by the curves  ݕ ൌ ଶݔ െ 2, ݕ ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ െ 4	. 

Solution: 

						1ሻ	ݕᇱ ൌ ݔ2 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ െ2	ሺ0, െ2ሻ Transition point 

2ሻ	ݕᇱ ൌ ݔ4 ൅ 1 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ െଵ

ସ
, ݕ ൌ െ ଷଷ

଼
ൌ െ4.125 Transition point  

ଶݔ െ 2 ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ െ 4 

ଶݔ ൅ ݔ െ 2 ൌ 0 

ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ 0 

ݔ ൌ െ2 ⟹ ݕ ൌ 2 

ݔ ൌ 1	 ⟹ ݕ ൌ െ1 

ሺെ2,2ሻ, ሺ1, െ1ሻ Intersection points 
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ܣ݀ ൌ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ ଶݔ| െ 2 െ ሺ2ݔଶ ൅ ݔ െ 4ሻ|݀ݔ ൌ |െݔଶ െ ݔ ൅  ݔ݀|2

ଶିܣ
ଵ ൌ න|െݔଶ െ ݔ ൅ 2|

ଵ

ିଶ

ݔ݀ ൌ ቮ නെݔଶ െ ݔ ൅ ݔ݀	2

ଵ

ିଶ

ቮ ൌ ቤെ
ଷݔ

3
െ
ଶݔ

2
൅ ቉ݔ2

1
െ2

ቤ

ൌ ฬെ
1
3
െ
1
2
൅ 2 െ ሺ

8
3
െ 2 െ 4ሻฬ ൌ

9
2
 

Example: Find the area of the region enclosed by the curves ݕ ൌ ଶݔ െ ,݀݊ܽ	ݔ2 ݕ ൌ ݔ4 െ  .ଶݔ

Solution: 

1ሻ ݕᇱ ൌ ݔ2 െ 2 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 1, ݕ ൌ െ1	ሺ1, െ1ሻ Transition point 
2ሻ ݕᇱ ൌ 4 െ ݔ2 ൌ 0	 ⟹ ݔ ൌ 2, ݕ ൌ 4	ሺ2,4ሻ Transition point 

ଶݔ െ ݔ2 ൌ ݔ4 െ  ଶݔ

ଶݔ2 െ ݔ6 ൌ 0	 ⟹ ݔሺݔ2 െ 3ሻ ൌ 0			 ⟹ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0 

                                                                 ⟹ ݔ ൌ 3, ݕ ൌ 3     

(0,0),(3,3) IntersecƟon point 

ܣ݀ ൌ ଵݕ| െ ݔ݀|ଶݕ ൌ ݔ4| െ ଶݔ െ ሺݔଶ െ ݔ݀|ሻݔ2 ൌ ݔ6| െ    ݔ݀|ଶݔ2

଴ܣ
ଷ ൌ න|6ݔ െ ݔ݀|ଶݔ2

ଷ

଴

ൌ ቮන6ݔ െ ݔ݀	ଶݔ2

ଷ

଴

ቮ ൌ ቤ
ଶݔ6

2
െ
ଷݔ2

3
቉
3
0
ቤ ൌ ฬ

54
2
െ
54
3
ฬ ൌ 9 

 

 

APPLICATIONS OF DEFINITE INTEGRALS 

Volumes by Slicing: 

1) Volumes by cross sections                                                                 ݀ݔ														ܣሺݔሻ 

Perpendicular to the x‐axis. 

 

 

ܸሺݔሻ ൌ නܣሺݔሻ

௕

௔

 ݔ݀

 

 ݔ                   	ܾ																																																			ܽ		                                                                                  
 

ݕ
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2) Volumes by cross sections 

Perpendicular to the y‐axis.                                       ݕ			 
                                                        

                                                                            					݀ 
 ሻݕሺܣ                                                                                                                                                     	

											ܸሺݕሻ ൌ ׬ ሻݕሺܣ
ௗ
௖  ݕ݀

 

 ݔ                                                                                                                                                                          

 

 

Example: A pyramid 3m high has a square base that is 

3m on a side. Find the volume of the pyramid. 

Solution: 

1. A sketch.  

2. A formula for ܣሺݔሻ. 
3. The limit of integration 

4. Integrate to find the volume 

ܸ ൌ ׬ ሻݔሺܣ
ଷ
଴ ݔ݀ ൌ ׬ ଶݔ

ଷ
଴ ݔ݀ ൌ ௫య

ଷ
ቃ ଷ଴ ൌ 9	݉ଷ  

 

Example: Find the volume of the solid that the base  is curve ݕ ൌ sin ݔ from	ݔ ൌ 0 

to ݔ ൌ ݕ and  ߨ ൌ 0	if the if the vertical section on the x‐axis is,  

a) Square              b)  Half circle                                                                                          ݕ 
Solution: 

a) ܣሺݔሻ ൌ ଶݕ ൌ sinଶ  ݔ
          ܸ݀ ൌ sinଶ ݕ																		                                                                  																															ݔ݀	ݔ ൌ ݊݅ݏ  ݔ

           ܸ గ
଴ ൌ ׬ sinଶ ݔ

గ
଴ ݔ݀	 ൌ ଵ

ଶ
׬ ሺ1 െ cos ݔሻ݀ݔ2 ൌ
గ
଴  

          
ଵ

ଶ
ቂݔ െ ଵ

ଶ
݊݅ݏ ቃݔ2 గ଴ ൌ

ଵ

ଶ
ሺߨ െ 0ሻ ൌ గ

ଶ
                                                                                   

 

 ݕ݀

ܿ

 ݔ
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 ݕ                                                                                                                                                                      

b) ܣሺݔሻ ൌ గ

ଶ
ቀ௬
ଶ
ቁ
ଶ
ൌ గ

଼
sinଶ  ݔ

ܸ݀ ൌ
ߨ
8
sinଶ  ݔ

ܸ గ
଴ ൌ ׬

గ

଼
sinଶ ݔ݀	ݔ ൌ

గ

଼
∙
ଵ

ଶ
׬ ሺ1 െ cos ݔ݀	ሻ	ݔ2 ൌ
గ
଴

గ
଴ ݕ                                                              ൌ sin  ݔ

ߨ
16

൤ݔ െ
1
2
݊݅ݏ ൨ݔ2

ߨ
0
ൌ
ଶߨ

16
 

 

 

 

Example: Find the volume of the solid that the base is the area enclosed be the curves ݕ ൌ sin  ݔ
and ݕ ൌ cos ݔ and the line	ݔ ൌ 0 if the vertical section on the x‐axis is square. 
 

Solution: 

sin ݔ ൌ cos 	ݔ ⟹ tan ݔ ൌ 1 ⟹ ݔ ൌ
గ

ସ
 ݕ                                                                                                         	

ሻݔሺܣ ൌ ݔଶ݀ݕ ൌ ሺcos ݔ െ sin ሻଶݔ ൌ cosଶ ݔ െ 2 cos 	ݔ sin ݔ ൅ sinଶ ݕ                                                     ݔ ൌ cos  ݔ
                                                            ൌ 1 െ sin          ݔ2
ܸ݀ ൌ ሺ1 െ sin  ݔሻ݀ݔ2
 

ܸ గ/ସ
଴ ൌ ׬ ሺ1 െ sin ݔ2

గ/ସ
଴ ሻ	݀ݔ ൌ ቂݔ ൅

ଵ

ଶ
cos ቃ	ݔ2 గ/ସ଴ ൌ

గ

ସ
െ

ଵ

ଶ
ݕ                    ൌ sin  ݔ

        

        ݔ								                                                                                                                                                           
 

 

 

Solid of Revolution: 

 

1. The Disk Method 

Example: (Rotation About the x‐Axis) 

The region between the curve ݕ ൌ ,		ݔ√ 0 ൑ ݔ ൑ 4	,and the x‐axis  is revolved about the x‐axis to 
generate a solid. Find its volume. 

Solution:  

ሻݔሺܣ ൌ  ሻሿଶݔሾܴሺ	ߨ

ܸ ൌ නߨ	ሾܴሺݔሻሿଶ
௕

௔

 ݔ݀

 ݔ

ߨ
4
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				ൌ ׬ ሿଶ	ݔ√ሾ	ߨ
ସ
଴  ݔ݀

			ൌ ߨ ׬ ݔ݀	ݔ
ସ
଴ ൌ ߨ ௫మ

ସ
ቃ ସ଴ ൌ ߨ 	ସమ

ଶ
ൌ   ߨ8

 

   

 

 

 

 

 

 

 

Example: (Volume of a Sphere) 

The circle ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ܽଶis rotated about the x‐axis to generate a sphere. Find its volume. 

 

Solution:  

 

ܴሺݔሻ ൌ ݕ ൌ √ܽଶ െ  	ଶݔ
 

ሻݔሺܣ ൌ ଶݕ	ߨ ൌ ሺܽଶߨ െ   ଶሻݔ
 

ܸ ൌ නܣሺݔሻ

௔

ି௔

ݔ݀ ൌ නߨሺܽଶ െ ଶሻݔ

௔

ି௔

 ݔ݀

			ൌ ߨ ቈܽଶݔ െ
ଷݔ

3
቉
ܽ
െܽ

ൌ
4
3
 ଷܽߨ

 

 

 

 

 

Example: (Rotation About the Line ݕ ൌ 1) 

Find the volume of the solid generated by revolving the region bounded by ݕ ൌ  and the lines 	ݔ√
ݕ ൌ 1	, ݔ ൌ 4 about the line ݕ ൌ 1. 
Solution:  

 

ܴሺݔሻ ൌ 	ݔ√ െ 1 
 

ሻݔሺܣ ൌ  ሻሿଶݔሾܴሺߨ
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ܸ ൌ ׬ ሻሿଶݔሾܴሺߨ
ସ
ଵ  ݔ݀

 

					ൌ නߨ	ሾ√ݔ	 െ 1ሿଶ
ସ

ଵ

 ݔ݀

					ൌ ݔනሾ	ߨ	 െ 	ݔ√2 ൅ 1ሿ

ସ

ଵ

 ݔ݀

 

				ൌ ߨ ቈ
ଶݔ

2
െ 2 ∙

2
3
ݔ
ଷ
ଶ ൅ ቉ݔ

4
1
ൌ
ߨ7
4
 

 

Example: (Rotation About the y‐Axis) 

Find the volume of the solid generated by revolving the region between the y‐axis and the curve 

ݔ ൌ ଶ

௬
	 , 1 ൑ ݕ ൑ 4,	about the y‐axis. 

Solution:  

ᇱݔ ൌ െ ଶ

௬మ
൏ 0 ⟹ Decreasing fct. 

ᇱᇱݔ ൌ ସ௬

௬ర
	൐ 0 ⟹ Concave up 

ܸ ൌ ׬ ሻሿଶݕሾܴሺߨ
ସ
ଵ  ݕ݀

				ൌ නߨ ൬
2
ݕ
൰
ଶ

	

ସ

ଵ

 ݕ݀

				ൌ න
4
ଶݕ
	

ସ

ଵ

ݕ݀ ൌ ߨ4 ൤െ
1
ݕ
൨
4
1
 

				ൌ ߨ4
3
4
ൌ  ߨ3
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Example:(Rotation About a vertical Axis) 

Find the volume of the solid generated by revolving the region between the parabola ݔ ൌ ଶݕ ൅ 1		 
and the line ݔ ൌ 3 about the line ݔ ൌ 3. 
Solution:  

ᇱݔ ൌ ݕ2 ൌ 0 ⟹ ݕ ൌ 0, ݔ ൌ 1 
ሺ1,0ሻ T point 

3 ൌ ଶݕ ൅ 1	 ⟹ ݕ ൌ േ√2	 

൫3, √2൯, ሺ3, െ√2	ሻ Intersection points 

ܴሺݕሻ ൌ 3 െ ݔ ൌ 3 െ ሺݕଶ ൅ 1ሻ ൌ 2 െ  ଶݕ
 

ܸ ൌ ׬ ଶ√ݕሻሿଶ݀ݕሾܴሺߨ
ି√ଶ

 

			ൌ න ሾ2ߨ െ ଶሿଶݕ
√ଶ

ି√ଶ

 ݕ݀

				ൌ ߨ න ሺ4 െ ଶݕ4 ൅ ସሻݕ

√ଶ

ି√ଶ

 ݕ݀

				ൌ ߨ ቈ4ݕ െ
4
3
ଷݕ ൅

ହݕ

5
቉
√2
െ√2

ൌ
2√ߨ64
15

 

 

 

2. The Washer Method 

 

 

 

 

 

Outer radius:ܴሺݔሻ 

Inner radius: ݎሺݔሻ 

ሻݔሺܣ ൌ ሻሿଶݔሺሾܴሺߨ െ ሾݎሺݔሻሿଶሻ 

ܸ ൌ නܣሺݔሻ

௕

௔

ݔ݀ ൌ නߨሺሾܴሺݔሻሿଶ െ ሾݎሺݔሻሿଶሻ

௕

௔

 ݔ݀
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Example: (Rotation About the x‐Axis) 

The region bounded by the curve ݕ ൌ ଶݔ ൅ 1 and the line ݕ ൌ െݔ ൅ 3 is revolved about the x‐axis 
to generate a solid. Find the volume of the solid. 

Solution:  

ᇱݕ ൌ ݔ2 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 1 

ሺ0,1ሻT point 

ଶݔ ൅ 1 ൌ െݔ ൅ 3 ⟹ ଶݔ ൅ ݔ െ 2 ൌ 0 

ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ െ2	, ݕ ൌ 5 

ݔ	ݎ݋																																							 ൌ 1	, ݕ ൌ 2 

ሺെ2,5ሻ, ሺ1,2ሻIntersection points 

ܴሺݔሻ ൌ െݔ ൅ 3 

ሻݔሺݎ ൌ ଶݔ ൅ 1 

ሻݔሺܣ ൌ ሻሿଶݔሺሾܴሺߨ െ  ሻଶሻݔሺݎ

										ൌ ݔሺሾെߨ ൅ 3ሿଶ െ ሾݔଶ ൅ 1ሿଶሻ ൌ ሺ8ߨ െ ݔ6 െ ଶݔ െ  ସሻݔ

ܸ ൌ නܣሺݔሻ

ଵ

ିଶ

ݔ݀ ൌ නߨሺ8 െ ݔ6 െ ଶݔ െ ସሻݔ

ଵ

ିଶ

ݔ݀ ൌ ߨ ቈ8ݔ െ ଶݔ3 െ
ଷݔ

3
െ
ହݔ

5
቉
1
െ2

ൌ
ߨ117
5
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Example: (Rotation About the y‐Axis) 

The region bounded by the parabola ݕ ൌ ݕ ଶand the lineݔ ൌ  in the first quadrant is revolved ݔ2
about the y‐axis to generate a solid. Find the volume of the solid. 

Solution:  

ଶݔ ൌ ݔ2 ⟹ ଶݔ െ ݔ2 ൌ 0 ⟹ ݔሺݔ െ 2ሻ ൌ 0 

ݔ ൌ 0, ݕ ൌ ݔ			ݎ݋			0 ൌ 2, ݕ ൌ 4 

ܴሺݕሻ ൌ ඥݕ	ݎ  ,  ሺݕሻ ൌ
௬

ଶ
 

ሻݔሺܣ ൌ ሻሿଶݕሺሾܴሺߨ െ  ሻଶሻݕሺݎ

									ൌ ߨ ൬ൣඥݕ	൧
ଶ
െ ቂ

ݕ
2
ቃ
ଶ
൰ ൌ ݕሺߨ െ

ଶݕ

4
ሻ 

ܸ ൌ ߨ ׬ ቀݕ െ ௬మ

ସ
ቁ

ସ
଴ ݕ݀ ൌ ߨ ቂ௬

మ

ଶ
െ ௬య

ଵଶ
ቃ ସ଴ ൌ

଼

ଷ
 ߨ
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3. The Cylindrical Shells Method: 

Example:(Finding a Volume Using Shells) 

The region enclosed by the x‐axis and the parabola ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ݔ3 െ  ଶ is revolved about theݔ
vertical line ݔ ൌ െ1	to generate the shape of a solid. Find the volume of the solid. 

Solution: 

                                                                                                                                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ݕ

ݔ݀ ݎ	 ൌ ݔ ൅ 1 

 ݕ

 ݔ݀

ݔሺߨ2 ൅ 1ሻ 

݄ ൌ ݕ
ൌ ݔ3 ଶݔ

 ݔ݀
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ᇱݕ ൌ 3 െ ݔ2 ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ ଷ

ଶ
	 , ݕ ൌ 2.25 ⟹ ሺ1.5,2.25ሻT point 

ݕ ൌ ݔ3 െ ଶݔ ൌ 0 ⟹ ሺ3ݔ െ ሻݔ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ ݔ					ݎ݋				0 ൌ 3				 ⟹ ሺ0,0ሻ	, ሺ3,0ሻ Intersection points. 

ܸ݀ ൌ ݔሻ݀ݐ݄݄݃݅݁	݈݈݄݁ݏሻሺݏݑ݅݀ܽݎ	݈݈݄݁ݏሺ	ߨ2 ൌ  ݔ݀	݄	ݎ	ߨ2

ܸ ൌ නܸ݀

ଷ

଴

ൌ න2ߨሺݔ ൅ 1ሻሺ3ݔ െ ݔଶሻ݀ݔ

ଷ

଴

ൌ ଶݔනሺ3ߨ2 െ ଷݔ ൅ ݔ3 െ ଶሻݔ

ଷ

଴

ݔ݀

ൌ ଶݔන2ߨ2 െ ଷݔ ൅ ݔ3

ଷ

଴

ݔ݀ ൌ ߨ2 ቈ
ଷݔ2

3
െ
ସݔ

4
൅
ଶݔ3

2
቉
3
0
ൌ
ߨ45
2

 

 

Example: (Cylindrical Shells Revolving About the y‐Axis) 

The region bounded by the curve ݕ ൌ ݔ the x‐axis,and the line,	ݔ√ ൌ 4 is revolved about the y‐axis 
to generate a solid. Find the volume of the solid. 

Solution:  

                                                                                                                                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

ܸ ൌ න2ߨ	ݎ	݄	ݔ݀

௕

௔

 

ݎ ൌ ,ݔ ݄ ൌ ݕ ൌ  			ݔ√

ܸ ൌ න2ߨ	ሺݔሻሺ√ݔ	ሻ

ସ

଴

ݔ݀ ൌ ݔනߨ2
ଷ
ଶ

ସ

଴

ݔ݀ ൌ ߨ2 ൤
2
5
ݔ
ହ
ଶ൨
4
0
ൌ
ߨ128
5
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Example: (Cylindrical Shells Revolving About the x‐Axis) 

The region bounded by the curve	ݕ ൌ ݔ	 the x‐axis, and the line ,	ݔ√ ൌ 4	is revolved about the  

x‐axis to generate a solid. Find the volume of the solid. 

Solution: 

                                                                                                                                                                                                  

 

 

 

 

 

ܸ݀ ൌ  ݕ݀	݄	ݎ	ߨ2

ݎ ൌ ,		ݕ ݄ ൌ 4 െ ݔ ൌ 4 െ  ଶݕ

ܸ ൌ න2	ߨ	ሺݕሻሺ4 െ ଶሻݕ

ଶ

଴

ݕ݀ ൌ න2ߨሺ4ݕ െ ݕଷሻ݀ݕ ൌ 	ߨ2 ቈ2ݕଶ െ
ସݕ

4
቉
2
0
ൌ ߨ8

ଶ

଴

 

HOMEWORKS 

 

H.W.1: Derive the formula for the volume of a sphere of radius  ܽ. 

              a) by using disk method          b) by using cylindrical shells 

H.W.2: Find the volume of the solid generated by revolving the region bounded by ݕ ൌ ݕ	,ଶݔ ൌ 0    

             and ݔ ൌ 2, 

a)about 		ݕ ൌ 0                b) about 	ݕ ൌ 4              c) about 	ݔ ൌ 0                 d) about 	ݔ ൌ 2 

H.W.3: Find the volume of the solid generated by revolving 	ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ 4  about 	ݔ ൌ 3. 

H.W.4: Find the volume of the solid generated by revolving the region bounded by ݕ ൌ √4 െ  	ଶݔ
and the line 	ݕ ൌ 1	about the x‐axis. 
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Length of Curve in the Plane: 

If the function ݂ has a continuous first derivative throughout the interval [a,b], the length of the 
curve ݕ ൌ ݂ሺݔሻ  from a  to  b is: 

 ݏ݀                                                                                                                                        

 ݔ݀                                                                                                                                          

ଶݏ݀ ൌ ሺ݀ݔሻଶ ൅ ሺ݀ݕሻଶ 

ݏ݀ ൌ ඥሺ݀ݔሻଶ ൅ ሺ݀ݕሻଶ	                                                                 		ܽ																																ܾ 

                                                                                                              

1. If 	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ																													ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ 

ݏ݀ ൌ ඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

 	ݔ݀		

 

௔௕ܮ			 ൌ නඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

	

௕

௔

 ݔ݀

 

2. If 		ݔ ൌ ݃ሺݕሻ																														ܿ ൑ ݕ ൑ ݀ 

ݏ݀ ൌ ඨ൬
ݔ݀
ݕ݀
൰
ଶ

൅  ݕ݀		1

 

௖ௗܮ ൌ නඨ൬
ݔ݀
ݕ݀
൰
ଶ

൅ 1	

ௗ

௖

 ݕ݀

 

3. If  ݔ ൌ ݂ሺݐሻ, ݕ ൌ ݂ሺݐሻ													ݐଵ ൑ ݐ ൑  ଶݐ
 

ݏ݀ ൌ ඨ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

 ݐ݀	

 

௧భܮ
௧మ ൌ න ඨ൬

ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

	

௧మ

௧భ

 ݐ݀

 

 

 ݕ݀
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Example: Find the length of the circle of radius ݎ defined parametrically by 

ݔ ൌ ݎ cos ݕ					݀݊ܽ				ݐ ൌ ݎ sin 0															,	ݐ ൑ ݐ ൑  .ߨ2
 

Solution: 

௧భܮ
௧మ ൌ න ඨ൬

ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

	

௧మ

௧భ

 ݐ݀

ݔ݀
ݐ݀

ൌ െݎ sin 				,			ݐ
ݕ݀
ݐ݀

ൌ ݎ cos  ݐ

 

 ቀௗ௫
ௗ௧
ቁ
ଶ
൅ ቀௗ௬

ௗ௧
ቁ
ଶ
ൌ ଶሺsinଶݎ ݐ ൅ cosଶ ሻ	ݐ ൌ  ଶݎ

ܮ ൌ න ඥݎଶ
ଶగ

଴

ݐ݀ ൌ ሿݐሾݎ
ߨ2
0
ൌ  ݎߨ2

 

Example: Find the length of the curve ݕ ൌ ׬ √cos 	ݐ
௫
଴ ݐ from	ݐ݀ ൌ 0			to  ݐ ൌ గ

ଶ
	. 

Solution: 

ݏ݀ ൌ ඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

 	ݔ݀		

ݕ݀
ݔ݀

ൌ √cos  	ݔ

ݏ݀ ൌ √1 ൅ cos 	ݔ  ݔ݀
 

ܮ ൌ ׬ √1 ൅ cos 	ݔ ݔ݀	 ൌ ׬ ට2 cosଶ ቀ௫
ଶ
	ቁ

గ/ଶ
଴ ݔ݀ ൌ √2	 ׬ cos ቀ௫

ଶ
ቁ

గ/ଶ
଴ ݔ݀ ൌ √2		ቂ2 sin ቀ

௫

ଶ
ቁቃ గ/ଶ଴ ൌ 2

గ/ଶ
଴ . 

 

Areas of Surfaces of Revolution: 

 

If the function ݂ሺݔሻ ൒ 0 is continuously differentiable on [a, b], the area of the surface generated 
by revolving the curve ݕ ൌ ݂ሺݔሻ about the x‐axis is  
 

݀ܵ ൌ  ݏ݀	ݕ	ߨ2

ܵ ൌ න2ݏ݀ݕߨ ൌ න2ߨ	݂ሺݔሻ

௕

௔

௕

௔

ඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

 ݔ݀		

Or    ܵ ൌ ׬ ݏ݀	ߩ	ߨ2
௕
௔  

Where ߩ	=distance between the curve and  
                     the line of revolution 
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 Example: Find the area of the surface generated by revolving the curve ݕ ൌ ,	ݔ√2 1 ൑ ݔ ൑ 2	, 
about the x‐axis . 

Solution:  

ܵ ൌ න2ߨ	ߩ	ඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

	

௕

௔

 ݔ݀

ܽ ൌ 1,									ܾ ൌ ݕ								,2 ൌ 									,		ݔ√2
ݕ݀
ݔ݀

ൌ
1

	ݔ√
	 

ඨ1 ൅ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

	 ൌ ඨ1 ൅ ൬
1

	ݔ√
൰
ଶ

 

ൌ ඨ1 ൅
1
ݔ
	 ൌ ඨ

ݔ ൅ 1	
ݔ

ൌ
ݔ√ ൅ 1	

	ݔ√
 

ܵ ൌ න2ߨ ∙ 	ݔ√2
ݔ√ ൅ 1	

	ݔ√

ଶ

ଵ

ݔ݀ ൌ ݔ√නߨ4 ൅ 1	

ଶ

ଵ

ݔ݀ ൌ ߨ4 ∙
2
3
ሺݔ ൅ 1ሻଷ/ଶ൨

2
1
ൌ
ߨ8
3
൫3√3 െ 2√2	൯. 

 

Example: The standard parameterizaƟon of the circle of radius 1 centered at the point (0, 1) in the 

 plane is‐ݕݔ
ݔ ൌ cos ݕ						,	ݐ ൌ 1 ൅ sin 0							,	ݐ ൑ ݐ ൑  .	ߨ2

Use this parameterization to find the area of the surface generated by revolving the circle about 

the x‐axis. 

 

Solution:  

 

ܵ ൌ න2ߨ	ݕ	ඨ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

	

௕

௔

 ݐ݀

 

 		ൌ ׬ ሺ1	ߨ2 ൅ sin ඥሺെ	ሻݐ sin ሻଶݐ ൅ ሺcos 	ሻଶݐ
ଶగ
଴  ݐ݀

 

		ൌ න ሺ1 ൅ sin ݐ݀	ሻݐ

ଶగ

଴

 

	ൌ ݐሾߨ2 െ cos ሿݐ
ߨ2
0
ൌ  ଶߨ4
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TRANSCENDENTAL FUNCTIONS 

 
8 

 
Functions can be classified into two broad groups. Polynomial functions are called algebraic, as are 
functions obtained from them by addition, multiplication, division, or taking powers and roots. 
Functions that are not algebraic are called transcendental. The trigonometric, exponential, 
logarithmic, and hyperbolic functions are transcendental, as are their inverses.  
 

Natural Logarithms 
 

ln ݔ ൌ න
1
ݐ
	

௫

ଵ

ݔ										,	ݐ݀ ൐  ݋

 

ln 1 ൌ න
1
ݐ
	

ଵ

ଵ

ݐ݀ ൌ 0 

 
 
ln 	ݔ ൐ 0 ݄݊݁ݓ ݔ ൐ 1
ln ݔ ൌ 0 ݄݊݁ݓ ݔ ൌ 1
ln ݔ ൏ 0 ݄݊݁ݓ 0 ൏ ݔ ൏ 1

 

 
 
 
 
 
 
 
Definition: ( The Number ݁) 
The number ݁	is that number in the domain of the natural logarithm satisfying  
 

lnሺ݁ሻ ൌ 1 
(Geometrically, the number ݁ corresponds to the point on the x-axis for which the area under the 

graph of ݕ ൌ ଵ

௧
	and above the interval ሾ1	, ݁ሿ is the exact area of the unit square. 

 
The Derivative of ࢟ ൌ  ࢞ܖܔ

݀
ݔ݀

ln ݔ ൌ
݀
ݔ݀

න
1
ݐ
	

௫

ଵ

ݐ݀ ൌ
1
ݔ
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݀
ݔ݀

ln ݔ ൌ
1
ݔ

 

 
݀
ݔ݀

ln ݑ ൌ
1
ݑ
ݑ݀
ݔ݀

ݑ																			,	 ൐ 0 

 
 
Example: Derivative of Natural Logarithms 
 

(a) 
ௗ

ௗ௫
ln ݔ2 ൌ ଵ

ଶ௫
	ሺ2ሻ ൌ ଵ

௫
 

 

(b) 
ௗ

ௗ௫
lnሺ3ݔଶ ൅ 4ሻ ൌ ଵ

ଷ௫మାସ
	ሺ6ݔሻ ൌ ଺௫

ଷ௫మାସ
	 

 
Properties of logarithms: 
 

1. ln ݔܽ ൌ ln ܽ ൅ ln  ݔ
2. ln ௔

௫
ൌ ln ܽ െ ln  ݔ

3. ln ଵ

௫
ൌ െ ln ݔ 							ሺln 1 ൌ 0ሻ 

4. ln ௡ݔ ൌ ݊ ln  ݔ
 

Example: (Applying the Properties to Function Formulas) 
 

(a) ln √cos 	ݔ ൌ
ଵ

ଶ
ln cos  ݔ

 
(b) ln 4 ൅ ln sin ݔ ൌ lnሺ4 sin  ሻݔ

 

(c) ln ௫ାଵ

ଶ௫ିଷ
ൌ lnሺݔ ൅ 1ሻ െ lnሺ2ݔ െ 3ሻ 

 

(d) ln sec ݔ ൌ ln ଵ

ୡ୭ୱ௫
ൌ െ ln cos  ݔ

 

The Integral ׬
૚

࢛
 ࢛ࢊ

 

න
1
ݑ
	 ݑ݀ ൌ ln ݑ ൅ ܿ 

න
1
ݑ
	 ݑ݀ ൌ න

1
ሺെݑሻ

	 ݀ሺെݑሻ ൌ lnሺെݑሻ ൅ ܿ 

 
 

 

න
1
ݑ
ݑ݀ ൌ ln|ݑ| ൅ ܿ 
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Logarithmic Differentiation 
 
Example: (Using Logarithmic Differentiation) 
 

Find  
ௗ௬

ௗ௫
		if 	ݕ ൌ ට

௫మ	ሺ௫ାଷሻయ	ሺ௫మିଵሻ	

ሺ௫ାଶሻሺ௫ାଵሻ

ఱ
	 

 
Solution:  
 

ln ݕ ൌ ln ඨ
ݔሺ	ଶݔ ൅ 3ሻଷ	ሺݔଶ െ 1ሻ	

ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ ൅ 1ሻ

ఱ

 

ln ݕ ൌ
1
5
ሾ2 ln ݔ ൅ 3 lnሺݔ ൅ 3ሻ ൅ lnሺݔଶ െ 1ሻ െ	ሺlnሺݔ ൅ 2ሻ ൅ lnሺݔ ൅ 1ሻሻሿ 

 
ᇱݕ

ݕ
ൌ
1
5
൤
2
ݔ
൅

3
ݔ ൅ 3	

൅
ݔ2

ଶݔ െ 1	
െ

1
ݔ ൅ 2	

െ
1

ݔ ൅ 1	
൨ 

 

ᇱݕ ൌ
ݕ
5
	൤
2
ݔ
൅

3
ݔ ൅ 3

൅
ݔ2

ଶݔ െ 1	
െ

1
ݔ ൅ 2	

െ
1

ݔ ൅ 1	
൨ 

 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
1
5
ඨ
ݔሺ	ଶݔ ൅ 3ሻଷ	ሺݔଶ െ 1ሻ	

ሺݔ ൅ 2ሻሺݔ ൅ 1ሻ
	

ఱ

	൤
2
ݔ
൅

3
ݔ ൅ 3

൅
ݔ2

ଶݔ െ 1	
െ

1
ݔ ൅ 2	

െ
1

ݔ ൅ 1	
൨ 

 
 
 
 
The Graph of		ܖܔ ࢞	: 
 
:௙ܦ ݔ ൐ ݕ																																																																																																												0 ൌ ln  ݔ
 
ௗ

ௗ௫
ln ݔ ൌ ଵ

௫
	൐                                           ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅	0

ௗమ௬

ௗ௫మ
ൌ 	െ ଵ

௫మ
	൏  1				                                                    ݊݁ݓ݋݀	݁ݒܽܿ݊݋ܿ	0

 
lim
௫→ஶ

ln ݔ ൌ ∞ 

lim
௫→଴

ln ݔ ൌ െ∞ 

 
 
 

Example: Draw the function ൌ ୪୬௫

௫
 . 

 
Solution: 
 
:௙ܦ ݔ ൐ 0 
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ᇱݕ ൌ
௫ቀభ

ೣ
ቁି୪୬௫	

௫మ
ൌ ଵି୪୬௫

௫మ
ൌ 0 

⟹ lnݔ ൌ 1	 ⟹ ݔ ൌ ݁ଵ ൌ 2.7	, ݕ ൌ 0.36 
ሺ2.7	, 0.36ሻܶ	ݐ݊݅݋݌ 
 

ᇱᇱݕ ൌ
ଶݔ ቀെ1ݔቁ െ ሺ1 െ ln ሻݔሻሺ2ݔ

ସݔ
ൌ
െ3ݔ ൅ ݔ2 ln 	ݔ

ସݔ
 

ൌ
2 ln ݔ െ 3	

ସݔ
ൌ 0 

⟹ lnݔ ൌ
3
2
ݔ⟹	 ൌ ݁

ଷ
ଶ ⟹ ݔ ൌ 4.48	, ݕ ൌ 0.33 

ሺ4.48	, 0.33ሻ݊݋݅ݐ݈݂ܿ݁݊ܫ	ݐ݊݅݋݌ 
 

lim
௫→଴

ln ݔ
ݔ

ൌ െ
∞
0
ൌ lim

௫→଴

1
ݔ
∙ ln ݔ ൌ ∞ሺെ∞ሻ ൌ െ∞ 

lim
௫→ஶ

ln ݔ
ݔ

ൌ
∞
∞
ൌ lim

௫→ஶ

1
ݔ
1
ൌ 0 

 
ln ݔ
ݔ

ൌ 0 ⟹ ln ݔ ൌ 0 	⟹ ݔ ൌ 1	 

ሺ1,0ሻ݊݋݅ݐܿ݁ݏݎ݁ݐ݊ܫ	ݐ݊݅݋݌	݄ݐ݅ݓ	ݔ െ  ݏ݅ݔܽ
 
 

Example: Draw the function ࢟ ൌ ܖܔ ࢞ି૚

࢞ା૚
. 

 
Solution:  
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

൐ 0 

ݔ ൌ 1																																																																				 ൅ ൅ ൅		െ െ െ െ		൅ ൅ ൅ 
ݔ ൌ െ1																																																																												 െ 1															1 
:௙ܦ ሺെ∞	, െ1ሻ ∪ ሺ1	,∞ሻ 
 
ݕ ൌ lnሺݔ െ 1ሻ െ lnሺݔ ൅ 1ሻ 

ᇱݕ ൌ
1

ݔ െ 1
െ

1
ݔ ൅ 1

ൌ
ݔ ൅ 1 െ ሺݔ െ 1ሻ
ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻ

 

ൌ
2

ଶݔ െ 1
൐  ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅	0

 

ᇱᇱݕ ൌ
2ሺെ1ሻሺ2ݔሻ
ሺݔଶ െ 1ሻଶ

ൌ
െ4ݔ

ሺݔଶ െ 1ሻ
ൌ 0 ⟹ ݔ ് 0																																																	 െ 1														1	 

                                          								൏ 0	 ⟹ ݔ ൐ 1																																								 
                                                		൐ 0	 ⟹ ݔ ൏ െ1 
 

lim
௫→ଵ

ln
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

ൌ െ∞ 
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lim
௫→ିଵ

ln
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

ൌ ∞ 

 

lim
௫→ஶ

ln
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

ൌ lim
௫→ஶ

ݔ
ݔ െ

1
	ݔ

ݔ
ݔ ൅

1
	ݔ
ൌ lim

௫→ஶ
ln 1 ൌ 0 

 

lim
௫→ିஶ

ln
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

ൌ lim
௫→ିஶ

ݔ
ݔ െ

1
	ݔ

ݔ
ݔ ൅

1
	ݔ
ൌ lim

௫→ିஶ
ln 1 ൌ 0 

 
 
Sketch to Some Functions: 
 
ݕ ൌ lnെݔ	, െ ln ,			ݔ ln|ݔ|	 , ln ଶݔ , 		ln ,	ଷݔ 		lnሺݔ െ 1ሻ, lnሺݔ ൅ 2ሻ, ln|ݔ ൅ 1|		 
 
 ln ଷݔ ൌ  	ݔ3݈݊
 ln ଶݔ ൌ 2 ln  ݔ
 ln  ݔ
 
 
											െ1												1                                    					1																																																																							1 
 
 െ ln ݔ ൌ ln

ଵ

௫
 

 
 
 
 
 
 
 
 
                              lnሺݔ ൅ 2ሻ									ln 						ݔ lnሺݔ െ 1ሻ                         ln|ݔ ൅ 1| 
 
 
 
							െ3			 െ 2	 െ 1												1				2				3                                                            െ2										 െ 1	 
 
 
 
 
 

Note: lim
௫→଴

ln ୱ୧୬௫

௫
ൌ 0 

 
 
 
 

ln|ݔ| 
lnሺെݔሻ ln  ݔ
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The Exponential Function ܘܠ܍ሺ࢞ሻ ൌ   ࢞ࢋ
 
The natural logarithm function (ln ,	ሻ, is one-to-one function with domain ሺ0ݔ ∞ሻ and range 
ሺെ∞	,∞ሻ, has an inverse whose domain is ሺെ∞	,∞ሻ and the range is ሺ0	,∞ሻ. We call the inverse 
expሺݔሻ, the exponential function of ݔ. 
 
݁௫ ൌ expሺݔሻ ൌ lnିଵ  ݔ
 
݁୪୬௫ ൌ ݔ																					ݔ ൐ 0 
lnሺ݁௫ሻ ൌ  ,∞ሻ	ሺെ∞	ݔ	݈݈ܽ												ݔ
 
Example: (Using the Inverse Equations) 

 
a) ln ݁ଶ ൌ 2 

b) ln √݁	 ൌ
ଵ

ଶ
 

c) ln ݁ୱ୧୬௫ ൌ sin  ݔ
d) ݁୪୬ଶ ൌ 2 
e) ݁ଷ ୪୬ଶ ൌ ݁୪୬ଶ

య
ൌ 2ଷ 

 
 
Laws of 	࢞ࢋ: 
For all numbers ݔ,  ,ଶݔ ଵ,andݔ

1. ݁௫భ ∙ ݁௫మ ൌ ݁௫భା௫మ 

2. ݁ି௫ ൌ ଵ

௘ೣ
 

3. 
௘ೣభ

௘ೣమ
ൌ ݁௫భି௫మ 

4. ሺ݁௫భሻ௫మ ൌ ݁௫భ௫మ ൌ ሺ݁௫మሻ௫భ 
 
Example: (Applying the Exponent Laws) 
 

a) ݁௫ା୪୬௫ ൌ ݁௫ ∙ ݁୪୬ଶ ൌ 2݁௫ 

b)  ݁ି ୪୬௫ ൌ ଵ

௘ౢ౤ೣ
ൌ ଵ

௫
 

c) 
௘మೣ

௘
ൌ ݁ଶ௫ିଵ 

 
The Derivative and Integral of ࢞ࢋ  
 
ݕ ൌ ݁௫ 	⟹ ݔ ൌ ln  		ݕ

                  		1 ൌ ௬ᇲ

௬
		⟹ ᇱݕ ൌ  ݕ

∴
݀
ݔ݀

݁௫ ൌ ݁௫ 

and 		 ௗ
ௗ௫
	݁௨ ൌ ݁௨ ∙ ௗ௨

ௗ௫
 

 

න݁௨		 ݑ݀ ൌ ݁௨ ൅ ܿ 
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Example: Find y' if ݕ ൌ tanିଵ ݁௫ ൅ lnට௘మೣାଵ	

௘మೣିଵ	
 

 
Solution: 

ݕ ൌ tanିଵ ݁௫ ൅
1
2
ሾlnሺ݁ଶ௫ ൅ 1ሻ െ lnሺ݁ଶ௫ െ 1ሻሿ 

ᇱݕ ൌ
݁௫

ሺ݁௫ሻଶ ൅ 1	
൅
1
2
ቈ
2	݁ଶ௫

݁ଶ௫ ൅ 1
െ

2݁ଶ௫

݁ଶ௫ െ 1
቉ 

					ൌ
݁௫

݁ଶ௫ ൅ 1
൅

݁ଶ௫

݁ଶ௫ ൅ 1
െ

݁ଶ௫

݁ଶ௫ െ 1
 

 

Example: Find y'' if ݔ ൌ ଵ

ଶ
ሺ݁௧ ൅ ݁ି௧ሻ, ݕ ൌ ଵ

ଶ
ሺ݁௧ െ ݁௧ሻ. 

 
Solution: 
 
ݔ݀
ݐ݀

ൌ
1
2
ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻ					,							

ݕ݀
ݐ݀

ൌ
1
2
ሺ݁௧ ൅ ݁ି௧ሻ 

 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ 	

1
2 ሺ݁

௧ ൅ ݁ି௧ሻ

1
2 ሺ݁

௧ െ ݁ି௧ሻ
ൌ
ሺ݁௧ ൅ ݁ି௧ሻ
ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻ

 

 

݀ଶݕ
ଶݔ݀

ൌ

ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻ െ ሺ݁௧ ൅ ݁ି௧ሻሺ݁௧ ൅ ݁ି௧ሻ
ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻଶ

1
2 ሺ݁

௧ െ ݁ି௧ሻ
 

 

								ൌ
݁ଶ௧ െ 1 െ 1 ൅ ݁ିଶ௧ െ ሺ݁ଶ௧ ൅ 1 ൅ 1 ൅ ݁ିଶ௧ሻ

1
2 ሺ݁

௧ െ ݁ି௧ሻଷ
 

							ൌ
െ4

1
2 ሺ݁

௧ െ ݁ି௧ሻଷ
ൌ

െ8
ሺ݁௧ െ ݁ି௧ሻଷ

 

 
 
Note:sinିଵ ݁ି௫ ൌ cscିଵ ݁௫ 
 
The Graph of ࢞ࢋ : 
 
:௙ܦ ሺെ∞	,∞ሻ                                           

௙ܴ: ሺ0	, ∞ሻ																																																																																																				1 
 
ݔ ൌ 0	 ⇒ ݕ ൌ ݁଴ ൌ 1 
 
ᇱݕ ൌ ݁௫ ൐  ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅		0
ᇱᇱݕ ൌ ݁௫ ൐  ݌ݑ	݁ݒܽܿ݊݋ܿ		0
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lim
௫→ஶ

	݁௫ ൌ ݁ஶ ൌ ∞ 

lim
௫→ିஶ

݁௫ ൌ ݁ିஶ ൌ 0 

 
 
Sketch to some functions: 
 
ݕ ൌ ݁௫	, ݁ି௫, െ݁௫, െ݁ି௫, 	݁|௫|, ݁௫ ൅ ݁ି௫, ݁௫ െ ݁ି௫ ൌ ሺ݁௫ ൅ ሺെ݁ି௫ሻሻ 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
Example: Draw the function ൌ ݁௫ା୪୬௫ . 
 
Solution:  
 
:௙ܦ ݔ ൐ 0 
 
ݕ ൌ ݁௫ା୪୬௫ ൌ ݁௫ ∙ ݁୪୬௫ ൌ  ௫݁	ݔ
ᇱݕ ൌ ௫݁	ݔ ൅ ݁௫ ൌ ݁௫ሺݔ ൅ 1ሻ ൐  ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅	0
݁௫ ൐ ݔ		݀݊ܽ			0 ൐ 0 
 
ᇱᇱݕ ൌ ݁௫ ൅ ሺݔ ൅ 1ሻ݁௫ ൌ ݁௫൫1 ൅ ሺݔ ൅ 1ሻ൯ ൌ ݁௫ሺݔ ൅ 2ሻ ൐  ݌ݑ	݁ݒܽܿ݊݋ܿ	0
 
lim
௫→଴

௫݁	ݔ ൌ 0 ∙ 1 ൌ 0 

lim
௫→ஶ

௫݁	ݔ ൌ ∞ ∙ ∞ ൌ ∞ 

 
 
 
 
Example: Draw the function ൌ  . ௫݁	ݔ
  
Solution: 

݁௫ ൅ ݁ି௫

݁௫ ݁ି௫ 

െ݁௫െ݁ି௫

݁|௫|

݁௫ െ ݁ି௫ 

െ݁ି௫

݁௫ 
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:௙ܦ ሺെ∞	,∞ሻ 
 
ᇱݕ ൌ ௫݁	ݔ ൅	݁௫ ൌ ݁௫ሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 0	 
݁௫ ് ݔ			ݎ݋			0 ൌ െ1, ݕ ൌ െ0.36 
ሺെ1	, െ0.36ሻ	ܶ	ݐ݊݅݋݌ 
 
ᇱᇱݕ ൌ ݁௫ ൅ ݁௫ሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ݁௫ሺݔ ൅ 2ሻ ൌ 0 
݁௫ ് ݔ				ݎ݋				0 ൌ െ2, ݕ ൌ 	െ0.27 
ሺെ2	, െ0.27ሻ	݊݋݅ݐ݈݂ܿ݁݊ܫ	ݐ݊݅݋݌	 
 
lim
௫→ஶ

௫݁	ݔ ൌ 	∞ ∙ ∞ ൌ ∞ 

lim
௫→ିஶ

௫݁	ݔ ൌ െ∞ ∙ 0 ൌ lim
௫→ିஶ

ݔ
݁ି௫

ൌ
െ∞
∞

ൌ lim
௫→ିஶ

1
െ݁ି௫

ൌ
1
െ∞

ൌ 0 

 
 

Example: Find the area enclosed by the curve ݕ ൌ ௘ೣି	௘షೣ	

௘ೣା		௘షೣ	
 and the x-axis from ݔ ൌ 0 to ݔ ൌ ln 2 

(draw the function). 
 
Solution: 
 
:௙ܦ ሺെ∞	,∞ሻ 
 

ᇱݕ ൌ
ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻ െ ሺ݁௫ െ		݁ି௫ሻሺ݁௫ െ		݁ି௫ሻ

ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻଶ
ൌ
ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻଶ െ ሺ݁௫ െ		݁ି௫ሻଶ

ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻଶ

ൌ
݁ଶ௫ ൅ 2 ൅ ݁ିଶ௫ െ ሺ݁ଶ௫ െ 2 ൅ ݁ିଶ௫ሻ

ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻଶ
ൌ

4
ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻଶ

൐  	݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅	0

 

ᇱᇱݕ ൌ
4ሺ2ሻሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻሺ݁௫ െ		݁ି௫ሻ

ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻସ
ൌ 0 ⟹ ሺ݁௫ ൅		݁ି௫ሻሺ݁௫ െ		݁ି௫ሻ ൌ 0 

 
݁௫ ൅		݁ି௫ ് ௫݁			ݎ݋					0 െ		݁ି௫ ൌ 0	 ⟹	݁௫ ൌ ݁ି௫ 	⟹ ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0 ⟹ ሺ0	, 0ሻ݊݋݅ݐ݈݂ܿ݁݊ܫ	ݐ݊݅݋݌ 
 
 

lim
௫→ஶ

݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

ൌ lim
௫→ஶ

݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

∙
݁ି௫

݁ି௫
ൌ lim

௫→ஶ

1 െ	݁ିଶ௫	
1 ൅		݁ିଶ௫	

ൌ 1 

 

lim
௫→ିஶ

݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

ൌ lim
௫→ିஶ

݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

∙
݁௫

݁௫
ൌ lim

௫→ିஶ

	݁ଶ௫ െ 1	
		݁ଶ௫ ൅ 1	

ൌ െ1 

 

ܣ݀ ൌ ݔ݀	ݕ ൌ
݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

 ݔ݀

ܣ ൌ න
݁௫ െ	݁ି௫	
݁௫ ൅		݁ି௫	

ݔ݀ ൌ ln|݁௫ ൅		݁ି௫|ሿ
ln 2
0

ൌ ln
5
2
െ ln 2

୪୬ଶ

଴

 

 

ln 2
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The Function  ࢞ࢇ	 
 
For any numbers ܽ ൐ 0	and x, the exponential function with base ܽ is 
 

ܽ௫ ൌ ݁௫௟௡	௔ 
 
 
Example:(Evaluating Exponential Functions) 

a)  2√ଷ	 ൌ ݁√ଷ ୪୬ଶ ൎ ݁ଵ.ଶ଴ ൎ 3.32 
b) 	2గ 		ൌ ݁గ ୪୬ଶ ൎ ݁ଶ.ଵ଼ ൎ 8.8 

 
 
 
 
 
 
Laws of Exponents: 
 

1) ܽ௫భ ∙ ܽ௫మ ൌ ܽ௫భା௫మ 

2) ܽି௫ ൌ ଵ

௔ೣ
 

3) 
௔ೣభ

௔ೣమ
ൌ ܽ௫భି௫మ 

4) ሺܽ௫భሻ௫మ ൌ ሺܽ௫మሻ௫భ ൌ ܽ௫భ௫మ 
5) ܽ଴ ൌ 1 
6) ሺܽ ∙ ܾሻ௫ ൌ ܽ௫ ∙ ܾ௫ 

 
The Derivative of ࢞ࢇ : 
 
݀
ݔ݀

ܽ௫ ൌ
݀
ݔ݀

݁௫ ୪୬௔ ൌ ݁௫ ୪୬௔ ∙ ln ܽ ൌ 	ܽ௫ ln ܽ 

 
If ܽ ൐ 0 and ݑ is a differential function of ݔ, then ܽ௨ is a differential function of ݔ and 
 

݀
ݔ݀
	ܽ௨ ൌ ܽ௨ 	 ∙ ln ܽ	 ∙

ݑ݀
ݔ݀

 

 
These equations show why ݁௫	is the exponential function preferred in calculus. If ܽ ൌ ݁, then 
ln ܽ ൌ 1	and the derivative of ܽ௫ simplifies to 
 

݀
ݔ݀

݁௫ ൌ ݁௫ ln ݁ ൌ ݁௫ 

 
Example: (Differentiating General Exponential Functions) 
 

a) 
ௗ

ௗ௫
ቀଵ
ଶ
ቁ
௫
ൌ ௗ

ௗ௫
2ି௫ ൌ 2ି௫ ∙ ln 2 ∙ ሺെ1ሻ ൌ െ2ି௫ ln 2	 ൏ 0 
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b) 
ௗ

ௗ௫
3ୱ୧୬௫ ൌ 3ୱ୧୬௫ ∙ ln 3 ∙ ሺcos  ሻݔ

 
Note: 	ܽஶ ൌ ∞														ܽ ൐ 1 
 
												ܽஶ ൌ 0												0 ൏ ܽ ൏ 1						 
 
The Integral of ࢞ࢇ ∶ 
 
If ܽ ് 1 so that  ln ܽ	 ് 0 
 

නܽ௨	 ݑ݀ ൌ
ܽ௨

ln ܽ
൅ ܿ 

 
 

Example: Draw the functions 	ݕ ൌ 2௫. 
 
Solution: 
 
:௙ܦ ሺെ∞	,∞ሻ 
 
ᇱݕ ൌ 2௫ ln 2	 ൐  ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊݅				0
ᇱᇱݕ ൌ 2௫	ሺln ሻଶݔ 	൐  ݌ݑ	݁ݒܽܿ݊݋ܿ		0
 
lim
௫→ஶ

2௫ ൌ 2ஶ ൌ ∞ 

lim
௫→ିஶ

2௫ ൌ 2ିஶ ൌ 0 

2଴ ൌ 1 
 
Example: Sketch the function		ݕ ൌ 2ି௫	. 
 

ݕ ൌ 2ି௫ ൌ ൬
1
2
൰
௫

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ݕ ൌ 2௫
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Logarithm with Basic ࢇ܏ܗܔ) ࢇ ࢞ሻ 
 
As we saw, if ܽ is any positive number other than 1, the function ܽ௫ is one-to-one and has a 
nonzero derivative at every point. It therefore has a differentiable inverse. We call the inverse the 
logarithm of ࢞	with base ܽ	and denote it by  ࢇ܏ܗܔ ࢞. 
 
Definition ࢇ܏ܗܔ ࢞ 
 
For any positive number  ܽ ് 1, 
log௔  .	is the inverse function of ܽ௫ ݔ
 
The graph of ݕ ൌ log௔  can be obtained by ݔ
 reflecting the graph of ݕ ൌ ܽ௫ across the 
 line 	ݕ ൌ  . ݔ
 
log௔ :௙ܦ			,	ݔ ሺ0	,∞ሻ 
																	 ௙ܴ: ሺെ∞	,∞ሻ	 
 
 
 
 
 
When	ܽ ൌ ݁, we have log௘ ݔ ൌ	inverse of ݁௫ ൌ ln Since log௔ .ݔ  and ܽ௫ are inverses of one ݔ
another, composing them in either order gives the identity function. 
 
Inverse Equation for ࢞ࢇ	and ࢇ܏ܗܔ ࢞: 
 
ܽ୪୭୥ೌ ௫ ൌ ݔ																					ݔ ൐ 0 
log௔ሺܽ௫ሻ ൌ  ሺെ∞,∞ሻ	ݔ	݈݈ܽ									ݔ
 
Example: (Applying the Inverse Equations) 
 

a) logଶሺ2ହሻ ൌ 5                             b)  logଵ଴ሺ10ି଻ሻ ൌ െ7 
 
c)			2୪୭୥మ ଷ ൌ 3                                  d) 	10୪୭୥భబ ସ ൌ 4 

  
Evaluation of ࢇ܏ܗܔ ࢞ 
 

log௔ ݔ ൌ
ln ݔ
ln ܽ

 

 
We can derive this equation from equation ܽ୪୭୥ೌ ௫ ൌ  ݔ
ܽ୪୭୥ೌ ௫ ൌ  		ݔ
ln ܽ୪୭୥ೌ ௫ ൌ ln  ݔ

log௔ ݔ ∙ ln ܽ ൌ ln 	ݔ ⟹ log௔ ݔ ൌ
ln 	ݔ
ln ܽ

	 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

    
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 8-25 

 

For example, logଵ଴ 2 ൌ
୪୬ଶ

୪୬ଵ଴
ൎ ଴.଺ଽଷଵହ

ଶ.ଷ଴ଶହଽ
ൎ 0.30103 

 
Rules for base ࢇ logarithms 
 
For any numbers ݔ ൐ 0 and ݕ ൐ 0, 
 

1. log௔ ݕݔ ൌ log௔ ݔ ൅ log௔  ݕ
2. log௔

௫

௬
ൌ log௔ ݔ െ log௔  ݕ

3. log௔
ଵ

௬
ൌ െ log௔  ݕ

4. log௔ ௬ݔ ൌ ݕ log௔  ݔ
5. log௔ ܽ ൌ 1 
6. log௔ 1 ൌ 0 

 
Derivatives and Integrals Involving ࢇ܏ܗܔ ࢞ 
 
݀
ݔ݀

ሺlog௔ ሻݑ ൌ
݀
ݔ݀

൬
ln ݑ
ln ܽ

൰ ൌ
1
ln ܽ	

݀
ݔ݀

ሺln ሻݑ ൌ
1
ln ܽ

∙
1
ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺlog௔ ሻݑ ൌ
1
ln ܽ

∙
1
ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
Example: 
 

a) 
ௗ

ௗ௫
logଵ଴ሺ3ݔ ൅ 1ሻ ൌ ଵ

୪୬ଵ଴
∙ ଵ

ଷ௫ାଵ଴
ሺ3ሻ ൌ ଷ

ሺ୪୬ଵ଴ሻሺଷ௫ାଵሻ
 

 

b) ׬
୪୭୥మ ௫

௫
ݔ݀ ൌ ଵ

୪୬ଶ
׬
୪୬௫

௫
ݔ݀ ൌ ଵ

୪୬ଶ
∙ ሺ୪୬௫ሻ

మ

ଶ
൅ ܿ 

c) ܦ௫ඥlogଵ଴ 	ݔ ൌ ௫ܦ ቀ
୪୬௫

୪୬ଵ଴
ቁ
భ
మ ൌ ଵ

ଶ
ቀ ୪୬௫
୪୬ ଵ଴

ቁ
ିభ
మ ∙ ଵ

௫ ୪୬ ଵ଴
ൌ ଵ

ଶ
ሺlogଵ଴ ሻ	ݔ

ିభ
మ ∙ ଵ

௫ ୪୬ ଵ଴
 

 
Example: Draw the function logଷ  ݔ
 
Solution: 
 
:௙ܦ ሺ0	,∞ሻ,																					 ௙ܴ: ሺെ∞	,∞ሻ 

ᇱݕ ൌ
1

ݔ ln 3
൐  ݊݋݅ݐܿ݊ݑ݂	݃݊݅ݏܽ݁ݎܿ݊ܫ	0

ᇱᇱݕ ൌ
െ1

ଶݔ ln 3
൏  ݊ݓ݋݀	݁ݒܽܿ݊݋ܥ	0

                                                                                                                   1 

lim
௫→଴

logଷ ݔ ൌ lim
௫→଴

ln ݔ
ln 3

ൌ െ∞ 

lim
௫→ஶ

logଷ ݔ ൌ lim
௫→ஶ

ln ݔ
݈݊	3

ൌ ∞ 

 

logଷ ݔ ൌ 0 ⟹
ln ݔ
ln 3

ൌ 0 ⟹ ln ݔ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 1 

logଷ ݔ
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Example: Sketch the function  logభ
య
 . ݔ

Solution: 
 
logభ

య
ݔ ൌ െ logଷ   ݔ

 
 
 
 
 
 
 
 
Example: Find the value of ݔ to the following: 
 

a) logଷ ݔ ൌ 5 
ln ݔ
ln 3

ൌ 5 ⟹ ln ݔ ൌ 5 ln 3	 ⟹ ln ݔ ൌ ln 3ହ ⟹ ݔ ൌ 3ହ 

 
b) log଴.଴ଵ 100 ൌ  ݔ

ln 100
ln 0.01

ൌ 	ݔ ⟹ ln 100 ൌ ݔ ln 0.01		 ⟹		 ln 100 ൌ ln 0.01௫ 

⟹ 100 ൌ 0.01௫ ⟹ 10ଶ ൌ 10ିଶ௫ ⟹ 2 ൌ െ2ݔ ⟹ ݔ ൌ െ1 
 

c) log଺ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ log଺ ݔ ൌ 1 

log଺ ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 1 ⟹
ln ݔሺݔ ൅ 1ሻ

ln 6
ൌ 1 ⟹ ln ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ln 6 

⟹ ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 6 ⟹ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 6 ൌ 0 ⟹ ሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 2ሻ ൌ 0 
ݔ ൌ െ3	 ∉ ݔ						ݎ݋				௙ܦ ൌ 2 
 

d) 4ଷ௫ିଵ ൌ 5 
ln 4ଷ௫ିଵ ൌ ln 5 ⟹ ሺ3ݔ െ 1ሻ ln 4 ൌ ln 5 ⟹ ݔ3 ln 4 െ ln 4 ൌ ln 5	 

ݔ3 ൌ
ln 5 ൅ ln 4

ln 4
⟹ ݔ ൌ

ln 5 ൅ ln 4
3 ln 4

 

 
e) ݁௫ ൅ ݁ି௫ ൌ 3 

ሺ݁௫ ൅ ݁ି௫ ൌ 3ሻ 		∗ ݁௫ 
݁ଶ௫ ൅ 1 ൌ 3	݁௫ ⟹ ݁ଶ௫ െ 3	݁௫ ൅ 1 ൌ 0	 

݁௫ ൌ
3 ∓ √9 െ 4

2
ൌ
3 ∓ √5
2

⟹ ݔ ൌ ln ቆ
3 ∓ √5
2

ቇ 

 
f) ln൫ݔ ൅ ଶݔ√ ൅ 1	൯ ൌ 4 

ݔ ൅ ඥݔଶ ൅ 1	 ൌ ݁ସ ⟹	ඥݔଶ ൅ 1	 ൌ ݁ସ െ ݔ ⟹ ଶݔ ൅ 1 ൌ ሺ݁ସ െ  ሻଶݔ

ଶݔ ൅ 1 ൌ ଼݁ െ ସ݁ݔ2 ൅ ଶݔ ⟹ ସ݁ݔ2 ൌ ଼݁ െ 1	 ⟹ ݔ ൌ
଼݁ െ 1
2݁ସ

 

 

logଷ ݔ

െ logଷ ݔ
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g) 
ଶೣିଶషೣ

ଶೣାଶషೣ
ൌ ଵ

ଶ
 

 
2௫ െ 2ି௫

2௫ ൅ 2ି௫
∙
2௫

2௫
ൌ
1
2
	⟹	

2ଶ௫ െ 1
2ଶ௫ ൅ 1

ൌ
1
2
	⟹ 2ሺ2ଶ௫ െ 1ሻ ൌ 2ଶ௫ ൅ 1 

 
2ሺ2ଶ௫ሻ െ 2 ൌ 2ଶ௫ ൅ 1	 ⟹ 2ଶ௫ ൌ 3	 ⟹ ln 2ଶ௫ ൌ ln 3	 

⟹ ݔ2 ln 2 ൌ ln 3	 ⟹ ݔ ൌ
ln 3
2 ln 2

 

 

Example: Find the inverse to the function ൌ ln ௫ିଵ

௫ାଵ
 . 

 
Solution: 
 

ݔ ൌ ln
ݔ െ 1
ݔ ൅ 1

	 ⟹ ݁௫ ൌ
ݕ െ 1
ݕ ൅ 1

	⟹ ݁௫ሺݕ ൅ 1ሻ ൌ ݕ െ 1 

݁௫ݕ ൅ ݁௫ ൌ ݕ െ 1	 ⟹ ݁௫ ൅ 1 ൌ ݕ െ ݁௫ݕ	 ⟹ ݕ	 ൌ
1 ൅ ݁௫

1 െ ݁௫
 

 

The Function ࢞࢞  
 
ݕ  ൌ ௫ݔ ൌ ݁୪୬௫

ೣ
ൌ ݁௫ ୪୬௫																		ܦ௙: ݔ ൐ 0 

 
To draw the function ࢞࢞ 
 

ᇱݕ ൌ ݁୪୬௫
ೣ
ሺݔ ∙ ଵ

௫
൅ ln ሻݔ ൌ ݁୪୬௫

ೣ
ሺ1 ൅ ln ሻݔ ൌ 0 

݁୪୬௫
ೣ
് 1			ݎ݋			0 ൅ ln ݔ ൌ 0	 ⟹ ln ݔ ൌ െ1	 ⟹ ݔ ൌ 0.36	, ݕ ൌ 0.6 

ᇱᇱݕ ൌ ݁୪୬௫
ೣ
∙
1
ݔ
൅ ሺ1 ൅ ln ሻଶݔ ݁୪୬௫

ೣ
൐  ݌ݑ	݁ݒܽܿ݊݋ܥ		0

 
lim
௫→ஶ

݁୪୬௫
ೣ
ൌ ݁ஶ ൌ ∞ 

lim
௫→଴

݁୪୬௫
ೣ
ൌ 

lim
௫→଴

ln ௫ݔ ൌ lim
௫→଴

ݔ ln ݔ ൌ 0 ∙ െ∞ ൌ lim
௫→଴

ln ݔ
1
ݔ

ൌ lim
௫→଴

1
ݔ
െ1
ଶݔ

ൌ lim
௫→଴

ሺെݔሻ ൌ 0 

⟹ ݁଴ ൌ 1 
 
Example: Find ݕᇱ	if ݕ ൌ ሺln  ଶሻଶ௫ାଷݔ
 
Solution: 

ݕ ൌ ሺln ଶሻଶ௫ାଷݔ ൌ ݁୪୬൫୪୬௫
మ൯
మೣశయ

ൌ ݁ሺଶ௫ାଷሻ ୪୬ሺ୪୬௫
మሻ 

 

ᇱݕ ൌ ݁ሺଶ௫ାଷሻ ୪୬ሺ୪୬௫
మሻ ൤ሺ2ݔ ൅ 3ሻ ∙

1
ln ଶݔ

∙
ݔ2
ଶݔ

൅ 2 lnሺln  ଶሻ൨ݔ
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Example: Find the tangent equation to the curve ݕ ൌ ሺcos  .ሻୱ୧୬௫ in (0 , 1)ݔ
 
Solution: 
 

ݕ ൌ ሺcos ሻୱ୧୬௫ݔ ൌ ݁୪୬ሺୡ୭ୱ௫ሻ
౩౟౤ೣ

 
 

′ݕ ൌ ݁ୱ୧୬௫ ୪୬ ୡ୭ୱ௫ ൬sin ݔ ∙
െ sin ݔ
cos ݔ

൅ cos ݔ ln cos  ൰ݔ

,	ᇱ@ሺ0ݕ 1ሻ ൌ ݁଴ሺ0 ൅ 0ሻ ൌ 0 
 

Tangent equation	⟹ ௬ିଵ

௫ି଴
ൌ 0 

 
Note:	1ஶ	, 0଴	,∞଴	Indeterminate powers 
 
Example:	lim

௫→ഏ
ర

ሺsin ሻ୲ୟ୬ݔ2
మ ଶ௫ ൌ 1ஶ 

					ൌ lim
௫→గସ

݁୪୬ሺୱ୧୬ ଶ௫ሻ
౪౗౤మ మೣ

ൌ lim
௫→గସ

݁୲ୟ୬
మሺଶ୶ሻ		୪୬ሺୱ୧୬ ଶ௫ሻ 

					lim
௫→గସ

tanଶሺ2xሻ	lnሺsin ሻݔ2 ൌ lim
௫→గସ

ln sin ݔ2
cotଶ ݔ2

ൌ lim
௫→గସ

2 cos ݔ2
sin ݔ2

4 cot ݔ2 cscଶ ݔ2
 

					ൌ lim
௫→గସ

1
2 cscଶ ݔ2

ൌ
1
2

 

																			⟹ ݁
ଵ
ଶ 

 
HOMEWORK 

 
H.W (1) Find the value of x to the following: 
a)	3୪୭୥య ଻ ൅ 2୪୭୥మ ହ ൌ 5୪୭୥ఱ ௫ 

b) ݔ ൌ logଶ଻
ଵ

ଷ
൅ logଵ଴଴଴ 0.01 െ log଼ 2 

 
H.W (2) Evaluate the following integrals: 
 

a) ׬
ௗ௫

√௘రೣିଵ
                                  b) ׬

ଶ௫ାଷ

ହିସ௫ି௫మ
  ݔ݀

    

c) ׬ሺsin ሻସݔ3 cos ׬ (d                    ݔ݀	ݔ3
ሺୡ୭ୱ௫ሻయାଵ	

ሺୱ୧୬௫ሻమ
 ݔ݀

 
H.W (3) Evaluate the following limits: 
 

a) lim
௫→଴

௘ೣା௘షೣି௫మିଶ	

ୱ୧୬మ ௫ି௫మ
          b) lim

௫→଴

୪୬ ୱ୧୬௫

୪୬ ୲ୟ୬௫
             c) lim

௫→଴
  ୪୬௫ݔ

     

      d) lim
௫→ഏ

మ

ሺ1 ൅ cos ሻଷݔ ୱୣୡ ௫	          e) lim
௫→଴

ሺ1 െ ଶሻݔ
భ
ೣ                                                                                               
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Hyperbolic Functions 
 
The hyperbolic functions are found by taking combination of the two exponential functions ݁௫	 and 
݁ି௫ . The hyperbolic functions simplify many mathematical expressions and they are important in 
application.  
 
The six basic hyperbolic functions: 
 
Hyperbolic sine of ࢞: 
  
 

sinh ݔ ൌ
݁௫ െ ݁ି௫

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hyperbolic cosine of ࢞:  
 
 

cosh ݔ ൌ
݁௫ ൅ ݁ି௫

2
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Hyperbolic tangent: 
 

tanh ݔ ൌ
ୱ୧୬୦௫

ୡ୭ୱ୦௫
ൌ

௘ೣି௘షೣ

௘ೣା௘షೣ
  

 
 
 
Hyperbolic cotangent 
 

coth ݔ ൌ
ୡ୭ୱ୦௫

ୱ୧୬୦௫
ൌ

௘ೣା௘షೣ

௘ೣି௘షೣ
 

 
 
 
 
 
 
Hyperbolic secant: 
 

sech	x ൌ
ଵ

ୡ୭ୱ୦௫
ൌ

ଶ

௘ೣା௘షೣ
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hyperbolic cosecant: 
 

csch ݔ ൌ
ଵ

ୱ୧୬୦௫
ൌ

ଶ

௘ೣି௘షೣ
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Identities for hyperbolic functions: 
 
coshଶ ݔ െ sinhଶ ݔ ൌ 1 
 
cosh ݔ ൅ sinh ݔ ൌ ݁௫ 
 
cosh ݔ െ sinh ݔ ൌ ݁ି௫ 
 
sinhሺݔ ൅ ሻݕ ൌ sinh ݔ cosh ݕ ൅ cosh ݔ sinh  ݕ
 
sinh ݔ2 ൌ 2 sinh ݔ cosh  ݔ
 
coshሺݔ ൅ ሻݕ ൌ cosh ݔ cosh ݕ ൅ sinh ݔ sinh  ݕ
 
cosh ݔ2 ൌ coshଶ ݔ ൅ sinhଶ  ݔ
 

coshଶ ݔ ൌ
cosh ݔ2 ൅ 1

2
 

 

sinhଶ ݔ ൌ
cosh ݔ2 െ 1

2
 

 
tanhଶ ݔ ൌ 1 െ sechଶ  ݔ
 
cothଶ ݔ ൌ 1 ൅ cschଶ  ݔ
 
The first equation is obtained as follows: 
 
coshଶ ݔ െ sinhଶ ݔ ൌ 
 

൬
݁௫ ൅ ݁ି௫

2
൰
ଶ

െ ൬
݁௫ െ ݁ି௫

2
൰
ଶ

ൌ 

 
1
4
ሺ݁ଶ௫ ൅ 2 ൅ ݁ିଶ௫ሻ െ

1
4
ሺ݁ଶ௫ െ 2 ൅ ݁ିଶ௫ሻ ൌ 1 

 
And the fourth equation is obtained as follows: 
 

sinhሺݔ ൅ ሻݕ ൌ
݁௫ା௬ െ ݁ିሺ௫ା௬ሻ

2
ൌ
݁௫ ∙ ݁௬ െ ݁ି௫ ∙ ݁ି௬

2
 

ൌ
1
2
ሾሺcosh ݔ ൅ sinh ሻݔ ∙ ሺcosh ݕ ൅ sinh ሻݕ െ ሺcosh ݔ െ sinh ሻݔ ∙ ሺcosh ݕ െ sinhݕሻሿ 

ൌ
1
2
ሺcosh ݔ cosh ݕ ൅ cosh ݔ sinh ݕ ൅ sinh ݔ cosh ݕ ൅ sinh ݔ sinhݕ 

െcosh ݔ cosh ݕ ൅ cosh ݔ sinh ݕ ൅ sinh ݔ cosh ݕ െ sinh ݔ sinh ሻݕ ൌ sinh ݔ cosh ݕ ൅ cosh ݔ sinh  ݕ
 
The others are obtain similarly 
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Derivatives of hyperbolic functions: 
 
݀
ݔ݀

ሺsinh ሻݑ ൌ cosh ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺcosh ሻݑ ൌ sinhݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺtanhݑሻ ൌ sechଶ ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺcoth ሻݑ ൌ െ cschଶ ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺsech ሻݑ ൌ െ sech ݑ tanhݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

ሺcsch ሻݑ ൌ െcsch ݑ coth ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
The derivative formulas are derived from the derivative of  ݁௨ : 
 

݀
ݔ݀

ሺsinh ሻݑ ൌ
݀
ݔ݀

൬
݁௨ െ ݁ି௨

2
൰ ൌ

݁௨ ݔ݀ݑ݀ ൅ ݁ି௨ ݔ݀ݑ݀
2

ൌ
݁௨ ൅ ݁ି௨

2
ݑ݀
ݔ݀

ൌ cosh ݑ
ݑ݀
ݔ݀
	 

 
݀
ݔ݀

ሺcsch ሻݑ ൌ
݀
ݔ݀

൬
1

sinhݑ
൰ ൌ െ

cosh ݑ
sinhଶ ݑ

ݑ݀
ݔ݀

	ൌ െ
1

sinhݑ
cosh ݑ
sinh ݑ

ݑ݀
ݔ݀

ൌ െcsch ݑ coth ݑ
ݑ݀
ݔ݀

 

 
The others are obtain similarly. 
 
Integral formula for hyperbolic functions: 
 

නsinhݑ	 ݑ݀ ൌ cosh ݑ ൅ ܿ 

 

නcosh 	ݑ ݑ݀ ൌ sinhݑ ൅ ܿ 

 

නsechଶ 	ݑ ݑ݀ ൌ tanhݑ ൅ ܿ 

 

නcschଶ 	ݑ ݑ݀ ൌ െcoth ݑ ൅ ܿ 

 

නsechݑ tanhݑ ݑ݀ ൌ െsechݑ ൅ ܿ 
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Example: 
 

݀
ݐ݀
ሺtanhඥ1 ൅ ሻ		ଶݐ ൌ

ݐ

√1 ൅ 		ଶݐ
sechଶ ඥ1 ൅  		ଶݐ

 
 

 
H.W. Draw the following function: (using the graphing strategy) 
 
a) ݕ ൌ tanh ݕ (b                ݔ ൌ coth ݕ (c                ݔ ൌ sech ݕ (d              ݔ ൌ csch  ݔ

 
 

 
 

Inverse Hyperbolic Functions 
 
ݕ ൌ sinhିଵ 																				ݔ െ ∞ ൑ ݔ ൑ ∞ 
 
ݕ ൌ sinhିଵ ݔ ൌ ln൫ݔ ൅ ଶݔ√ ൅ 1	൯ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ݕ ൌ coshିଵ ݔ																				ݔ ൒ 1 
 

ݕ ൌ coshିଵ ݔ ൌ ln ቀݔ ൅ ඥݔଶ െ 1	ቁ 

 
The function ݕ ൌ cosh   .is not one-to-one	ݔ
The restricted function ݕ ൌ cosh ݔ ,ݔ ൒ 0, however,  
is one-to-one function  
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ݕ ൌ sechିଵ 0																								ݔ ൏ ݔ ൑ 1 
 

ݕ ൌ sechିଵ ݔ ൌ ln ൬
ଵା√ଵି௫మ	

௫
൰ 

 

Like ݕ ൌ cosh ݕ	 the function  ,ݔ ൌ sech ݔ ൌ ଵ

ୡ୭ୱ୦௫
 

fails to be one-to-one, but its restricted to nonnegative 
values of ݔ does have an inverse.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ݕ ൌ tanhିଵ ݔ 																					 |ݔ| ൏ 1 
 

ݕ ൌ tanhିଵ ݔ ൌ
1
2
	ln

1 ൅ ݔ
1 െ ݔ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ݕ ൌ cothିଵ |ݔ|																					ݔ ൐ 1 
 

ݕ ൌ cothିଵ ݔ ൌ
1
2
ln
ݔ ൅ 1
ݔ െ 1
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ݕ ൌ cschିଵ ݔ ݔ																						 ് 0 
 

ݕ ൌ cschିଵ ݔ ൌ ln ቆ
1
ݔ
൅
√1 ൅ 	ଶݔ
|ݔ|

ቇ 

 
 
 
 
 
 
 

Example: Prove that 	tanhିଵ ݔ ൌ ଵ

ଶ
	ln ଵା௫

ଵି௫
	. 

 
Solution: 
 

ݕ ൌ tanhିଵ 		ݔ ⟹ ݔ		 ൌ tanhݕ ൌ
݁௬ െ ݁ି௬

݁௬ ൅ ݁ି௬
 

 
݁௬ െ ݁ି௬

݁௬ ൅ ݁ି௬
∙
݁௬

݁௬
ൌ
݁ଶ௬ െ 1
݁ଶ௬ ൅ 1

	⟹ ݔ	 ൌ 	
݁ଶ௬ െ 1
݁ଶ௬ ൅ 1

	⟹ ଶ௬݁ݔ		 ൅ ݔ ൌ ݁ଶ௬ െ 1	 ⟹ ݁ଶ௬ െ ଶ௬݁ݔ ൌ ݔ ൅ 1		 

 

݁ଶ௬ ൌ
1 ൅ ݔ
1 െ ݔ

			⟹ ݕ2 ൌ ln
1 ൅ ݔ
1 െ ݔ

		⟹ ݕ	 ൌ
1
2
ln
1 ൅ ݔ
1 െ ݔ

 

 
 
Identities for inverse hyperbolic functions: 
 

sechିଵ ݔ ൌ coshିଵ
1
ݔ

 

 

cschିଵ ݔ ൌ sinhିଵ
1
ݔ

 

 

cothିଵ ݔ ൌ tanhିଵ
1
ݔ

 

 
Derivatives: 
 
݀
ݔ݀

sinhିଵ ݑ ൌ
1

√1 ൅ 	ଶݑ

ݑ݀
ݔ݀

 

 
݀
ݔ݀

coshିଵ ݑ ൌ
1

ଶݑ√ െ 1	

ݑ݀
ݔ݀

ݑ																				 ൐ 1 

 
݀
ݔ݀

tanhିଵ ݑ ൌ
1

1 െ 	ଶݑ
ݑ݀
ݔ݀
																							 |ݑ| ൏ 1 
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݀
ݔ݀

cothିଵ ݑ ൌ
1

1 െ 	ଶݑ
ݑ݀
ݔ݀
																								 |ݑ| ൐ 1 

 
݀
ݔ݀

sechିଵ ݑ ൌ
െ1

1√ݑ െ 	ଶݑ

ݑ݀
ݔ݀

															0 ൏ ݑ ൏ 1 

 
݀
ݔ݀

cschିଵ ݑ ൌ
െ1

1√|ݑ| ൅ 	ଶݑ

ݑ݀
ݔ݀

ݑ																		 ് 0 

 
 

Example: Prove that 
ௗ

ௗ௫
coshିଵ ݔ ൌ ଵ

√௫మିଵ	
				. 

 
Solution: 
Let ݕ ൌ coshିଵ  ݔ
ݔ	      ൌ cosh  ݕ

						1 ൌ sinhݕ
ݕ݀
ݔ݀

 

ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ଵ

ୱ୧୬୦௫
ൌ

ଵ

ඥୡ୭ୱ୦మ ௬ିଵ	
ൌ

ଵ

√௫మିଵ		
   

 

Example: Find 
ௗ௬

ௗ௫
	to the function ݕ ൌ sinhିଵሺtan ሻݔ ൅ cothିଵ 	ݔ√ ൅ cschିଵ 2௫ . 

 
Solution: 
 
ݕ݀
ݔ݀

ൌ
1

√1 ൅ tanଶ 	ݔ
∙ secଶ ݔ ൅

1
1 െ 	ݔ

∙
1

	ݔ√2
െ

1

|2௫|ඥ1 ൅ ሺ2௫ሻଶ	
∙ 2௫ ∙ ln 2 

  
 
Integrals leading to inverse hyperbolic functions: 
 

න
ݑ݀

√ܽଶ ൅ 	ଶݑ
ൌ sinhିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ	,																								ܽ ൐ 0 

 

න
ݑ݀

ଶݑ√ െ ܽଶ	
ൌ coshିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ݑ																								,	ܿ ൐ ܽ ൐ 0 

 

න
ݑ݀

ܽଶ െ 	ଶݑ
ൌ ൞

1
ܽ
tanhିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ଶݑ	݂݅																						ܿ ൏ ܽଶ

1
ܽ
cothିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ଶݑ	݂݅																					ܿ ൐ ܽଶ

 

 

න
ݑ݀

ଶܽ√ݑ െ 	ଶݑ
ൌ െ

1
ܽ
sechିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ	,														0 ൏ ݑ ൏ ܽ 

 

න
ݑ݀

ଶܽ√ݑ ൅ 	ଶݑ
ൌ െ

1
ܽ
cschିଵ ቚ

ݑ
ܽ
ቚ ൅ ݑ														,	ܿ ് 0	ܽ݊݀	ܽ ൐ 0 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

    
 

MATHEMATICS	I	BY	BALQEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING. 8-25 

 

 
 
 



 

UNIVERSITY OF BAGHDAD, COLLEGE OF ENGINEERING, CIVIL ENGINEERING DEPT. 

 
 

 
	

MATHEMATICS	I	BY	BALQUEES	ABDULWAHID,	B.Sc.,	M.Sc.,	BAGHDAD	UNIVERSITY,	CIVIL	ENGINEERING.	 6‐1	
 

INTEGRATION 6 
 
Integration: 

1. Indefinite Integrals 

2. Definite Integrals 

Indefinite Integrals: 
 
If the function ݂ሺݔሻ	is a derivative, then the set of all anti derivatives of ݂  is called the indefinite 
integral of ݂	,denoted by the symbol 

න݂ሺݔሻ݀ݔ 

As indefinite integrals , the symbol 		׬ is called an integral sign.  
The function ݂	is integrand of the integral and ݔ is the variable of integration. 

න݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሻݔሺܨ ൅ ܿ 

݀
ݔ݀

ሺܨሺݔሻ ൅ ܿሻ ൌ ሻݔᇱሺܨ ൌ ݂ሺݔሻ 

 
 
 
 
 

Basic Rules 

1.		 න݀ݑ ൌ ݑ ൅ ܿ 

2.		 න ݑ݀݇ ൌ ݑ݇ ൅ ܿ 

3.		 නሺ݀ݑ ൅ ሻݒ݀ ൌ න݀ݑ ൅ න݀ݒ 

Power Functions 

4.		 නݑ௡ ݑ݀ ൌ
௡ାଵݑ

݊ ൅ 1
൅ ܿ					ሺ݊ ് െ1ሻ 

5.		 න
ݑ݀
ݑ
ൌ ln|ݑ| ൅ ܿ 

 
 
 

Summary of Basic Integration Formulas and Techniques 
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Trigonometric Functions 

6.		 න sin ݑ ݑ݀ ൌ െcos ݑ ൅ ܿ 

7.		 න cos ݑ ݑ݀ ൌ sin ݑ ൅ ܿ 

8.		 න cosଶ ݑ ݑ݀ ൌ tanݑ ൅ ܿ 

9.		 න cscଶ ݑ ݑ݀ ൌ െcot ݑ ൅ ܿ 

10.		 න sec ݑ tanݑ ݑ݀ ൌ sec ݑ ൅ ܿ 

11.		 න csc ݑ cot ݑ ݑ݀ ൌ െcsc ݑ ൅ ܿ 

12.		 න tanݑ ݑ݀ ൌ න
sin ݔ
cos ݔ

ݔ݀ ൌ െln|cos |ݑ ൅ ܿ	 ൌ ln|sec |ݑ ൅ ܿ 

13.		 න cot ݑ ݑ݀ ൌ න
cos ݔ
sin ݔ

ݔ݀ ൌ ln|sin |ݑ ൅ ܿ ൌ െ ln|csc |ݑ ൅ ܿ 

								14.		 න sec 	ݑ ݑ݀ ൌ ln|sec ݑ ൅ tanݑ| ൅ ܿ 

න	:݁ݏݑܾܽܿ݁ sec 	ݑ ݑ݀ ൌ නsec .	ݑ
sec ݑ ൅ tan ݑ
sec ݑ ൅ tan ݑ

ݔ݀ ൌ න
secଶ ݑ ൅ sec ݑ	݊ܽݐ	ݑ

sec ݑ ൅ tan ݑ
ݔ݀ ൌ ln|sec ݑ ൅ tanݑ| ൅ ܿ 

15.න csc 	ݑ ݑ݀ ൌ െ ln|csc ݑ ൅ cot |ݑ ൅ ܿ 

16.		 න sin ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺsinሺܽ െ ܾሻݔ ൅ sinሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ  ݔ݀

17.		 න cos ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺcosሺܽ െ ܾሻݔ ൅ cosሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ  ݔ݀

18.		 න sin ݔܽ sin ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺܿݏ݋ሺܽ െ ܾሻݔ െ ݏ݋ܿ 	ሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ 	ݔ݀

Rational Functions 

29.		 න
ݑ݀

√ܽଶ െ	ݑଶ	
ൌ ଵି݊݅ݏ ቀ

ݑ
	ܽ	
ቁ ൅ ܿ	

න:݁ݏݑܾܽܿ݁
ݑ݀

√ܽଶ െ 	ଶݑ
ൌ න

ݑ݀

ܽට1 െ ቀܽݑቁ
ଶ
ൌ න

1
ܽ ݑ݀

ට1 െ ቀܽݑቁ
ଶ
ൌ sinିଵ

ݑ
ܽ
൅ ܿ 
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30.		 න
ݑ݀

ܽଶ ൅ 	ଶݑ
ൌ ൬

1
ܽ	
൰ tanିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ 

න:݁ݏݑܾܽܿ݁
ݑ݀

ܽଶ ൅ 	ଶݑ
ൌ න

ݑ݀

ܽଶሺ1 ൅ ቀܽݑቁ
ଶ
ሻ	
ൌ
1
ܽ
න

1
ܽ ݑ݀

1 ൅ ቀܽݑቁ
ଶ ൌ

1
ܽ
tanିଵ

ݑ
ܽ
൅ ܿ 

31.		 න
ݑ݀

ଶݑ√ݑ െ ܽଶ	
ൌ ൬

1
ܽ
൰ secିଵ ቚ

ݑ
ܽ
ቚ ൅ ܿ 

න	:݁ݏݑܾܽܿ݁
ݑ݀

ଶݑ√ݑ െ ܽଶ	
ൌ න

ݑ݀

ቁܽݑටቀܽݑ
ଶ
െ 1		

ൌ
ܽ
ܽ
න

1
ܽ ݑ݀

ቁܽݑටቀݑ
ଶ
െ 1	

ൌ
1
ܽ
න

1
ܽ ݑ݀

ݑ
ܽ
ටቀܽݑቁ

ଶ
െ 1	

ൌ
1
ܽ
secିଵ|ݑ/ܽ| ൅ ܿ 

 

32.		 න
ݑ݀

√ܽଶ ൅ 	ଶݑ
ൌ ଵି݄݊݅ݏ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ	,						ܽ ൐ 0	

	

33.		 න
ݑ݀

ଶݑ√ െ ܽଶ	
ൌ ଵି݄ݏ݋ܿ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ	,	

ݑ ൐ ܽ ൐ 0 

34.		 න
ݑ݀

ܽଶ െ 	ଶݑ
ൌ ൬

1
ܽ
൰ ଵି݄݊ܽݐ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ,	

ଶݑ	݂݅	 ൏ ܽଶ	

35.		 න
ݑ݀

ଶܽ√ݑ െ 	ଶݑ
ൌ െ൬

1
ܽ
൰ ଵି݄ܿ݁ݏ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ	,	

0 ൏ ݑ ൏ ܽ	

36.න
ݑ݀

ଶܽ√ݑ ൅ 	ଶݑ
ൌ െ൬

1
ܽ
൰ ଵି݄ܿݏܿ ቚ

ݑ
ܽ
ቚ ൅ ܿ	, 

ݑ	 ് 0	ܽ݊݀	ܽ ൐ 0	

Integration Factors 

37.		 න
ݔ݀

1 െ ݏ݋ܿ 	ݔ
 

Multiply the integral by the following factor 
ଵାୡ୭ୱ௫

ଵାୡ୭ୱ௫	
 

38.		 න
ݔ݀

1 ൅ ݊݅ݏ 	ݔ
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Multiply the integral by the following factor 
ଵି௦௜௡ ௫

ଵି௦௜௡ ௫	
	

39.න
ݔ݀

1 െ ݊݅ݏ 	ݔ
	

Multiply the integral by the following factor 
ଵାୱ୧୬௫

ଵାୱ୧୬௫	
 

40.		 න√1 ൅ ݊݅ݏ 	ݔ 	ݔ݀

Multiply the integral by the following factor 
√ଵିୱ୧୬௫	

√ଵିୱ୧୬௫	
 

41.		 න√1 െ ݏ݋ܿ 	ݔ 	ݔ݀

Multiply the integral by the following factor 
√ଵାୡ୭ୱ௫	

√ଵାୡ୭ୱ௫	
 

	42.		 න√1 ൅ ݏ݋ܿ 	ݔ 	ݔ݀

Multiply the integral by the following factor 
√ଵିୡ୭ୱ௫	

√ଵିୡ୭ୱ௫	
 

Trigonometric Substitutions 

43.			 නሺܽଶ െ ଶሻ௡ݑ ݑ݀ ⟹ 		Let	ݑ ൌ ܽ	sin  ߠ

44.			 නሺܽଶ ൅ ଶሻ௡ݑ ݑ݀ ⟹ ݑ	ݐ݁ܮ		 ൌ ܽ tan  ߠ

45.		 නሺݑଶ െ ܽଶሻ௡ ݑ݀	 ⟹ 	Let	ݑ ൌ ܽ sec  ߠ

 

EXAMPLES 

 

Example 1(Making a Simplifying SubsƟtuƟon): Evaluate the integral 
 

න
ݔ2 െ 9

ଶݔ√ െ ݔ9 ൅ 1	
 ݔ݀

Solution 

න
ݔ2 െ 9

ଶݔ√ െ ݔ9 ൅ 1	
ݔ݀ ൌ න

ݑ݀

ݑ√
ൌ නିݑ

ଵ
ଶ ݑ݀ ൌ

ݑ
ଵ
ଶ

1
2

൅ ܿ ൌ ݑ2
ଵ
ଶ ൅ ܿ ൌ 2ሺݔଶ െ ݔ9 ൅ 1ሻ

ଵ
ଶ ൅ ܿ 

ݑ	ݐ݈݁ ൌ ଶݔ െ ݔ9 ൅ ݑ݀			,1 ൌ ݔ2 െ 9 
Example 2: Evaluate the integral 
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න√2ݔ ൅ 1	  ݔ݀

Solution 

න√2ݔ ൅ 1	 ݔ݀ ൌ නݑ
ଵ
ଶ ∙
ݑ݀
2
ൌ
1
2
∙
ݑ
ଷ
ଶ

3
2

൅ ܿ ൌ
1
3
ሺ2ݔ ൅ 1ሻ

ଷ
ଶ ൅ ܿ 

ݑ	ݐ݈݁ ൌ ݔ2 ൅ ݑ݀    ,1 ൌ ݔ2݀ ⇒ ݔ݀ ൌ ௗ௨

ଶ
  

 
 
 
 
Example 3: Evaluate the following integrals (Trigonometric Functions)  
 

ܽ.න cos ݔ݀	ݔ2 ൌ
1
2
sin ݔ2 ൅ ܿ 

ܾ.නݔ sin
ଶݔ

2
ݔ݀		 ൌ െcos

ଶݔ

2
൅ ܿ 

ܿ.න
secଶ 	ݔ√

	ݔ√
ݔ݀ ൌ 2 tan√ݔ ൅ ܿ 

݀.න sin ݔ cosଶ ݔ ݔ݀ ൌ
െcosଷ ݔ

3
൅ ܿ 

 ݁. ׬
ୡ୭ୱ௫

√ୱ୧୬௫	
ݔ݀ ൌ ୱ୧୬

భ
మ ௫
భ
మ

൅ ܿ ൌ 2√sin ݔ ൅ ܿ 

݂.න
cosଷ ݔ݀	ݔ

ሺsin ሻݔ
ଵ
ଶ

ൌ න
ሺ1 െ sinଶ ሻݔ cos ݔ

ሺsin ሻݔ
ଵ
ଶ

ൌ නcos ሺsin	ݔ ሻିݔ
ଵ
ଶ ݔ݀ െ නcos ሻݔ݊݅ݏሺ	ݔ

ଷ
ଶ	݀ݔ		

ൌ 								
ሺsin ሻݔ

ଵ
ଶ

1
2

െ
ሺsin ሻݔ

ହ
ଶ

5
2

൅ ܿ 

 
 
Example 4: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ
 

Solution 

න
ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ
ൌ sinିଵ ݔ ൅ ܿ 

 

Example 5: Evaluate the integral 
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න
ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ4
 

Solution 

න
ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ4
ൌ
1
2
න

ݔ݀	2

ඥ1 െ ሺ2ݔሻଶ
ൌ
1
2
sinିଵ ݔ2 ൅ ܿ 

Example 6: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀	ݔ

√1 െ 	ଶݔ4
 

Solution 

න
ݔ݀	ݔ

√1 െ 	ଶݔ4
ൌ െ

1
8
	න

െ8ݔ	ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ4
ൌ െ

1
8
	 ∙
ሺ1 െ ଶሻݔ4

ଵ
ଶ

1
2

൅ ܿ 

Example 7: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀	ݔ

√4 െ 	ସݔ9
 

Solution 

න
ݔ݀	ݔ

√4 െ 	ସݔ9
ൌ
1
6
න

ݔ݀	ݔ6

ඥ4 െ ሺ3ݔଶሻଶ	
ൌ
1
6
sinିଵ

ଶݔ3

2
൅ ܿ 

 
Example 8: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀	ଷݔ

√4 െ 	ସݔ9
 

Solution 

න
ݔ݀	ଷݔ

√4 െ 	ସݔ9
ൌ െ

1
36

න
െ36	ݔଷ	݀ݔ

ሺ4 െ ସሻݔ9
ଵ
ଶ	
ൌ െ

1
36

∙
ሺ4 െ ସሻݔ9

ଵ
ଶ

1
2

൅ ܿ 

Example 9: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀

9 ൅ 	ଶݔ4
 

 

Solution 
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න
ݔ݀

9 ൅ 	ଶݔ4
ൌ
1
2
	න

ݔ2݀
9 ൅ ሺ2ݔሻଶ

ൌ
1
6
tanିଵ

ݔ2
3
൅ ܿ 

 

Example 10: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀

ሺ2ݔ െ 1ሻඥሺ2ݔ െ 1ሻଶ െ 4		
 

Solution 

න
ݔ݀

ሺ2ݔ െ 1ሻඥሺ2ݔ െ 1ሻଶ െ 4		
ൌ
1
4
secିଵ ฬ

ݔ2 െ 1
2

ฬ ൅ ܿ 

Example 11: Evaluate the integral 
 

න
sin ݐ cos ݐ

√3 sin ݐ ൅ 5	
 ݔ݀

Solution 

න
sin ݐ cos ݐ

√3 sin ݐ ൅ 5	
ݐ݀ ൌ න

ݑ െ 5
3 ∙ 3ݑ݀
ݑ√

ൌ
1
9
නିݑ

ଵ
ଶሺ ݑ െ 5ሻ݀ݑ ൌ

1
9
නሺݑ

ଵ
ଶ െ ିݑ5

ଵ
ଶሻ  ݑ݀

ݑ	ݐ݈݁ ൌ 3 sin ݐ ൅ 5	 ⇒ ݐ݊݅ݏ ൌ
ݑ െ 5
3

ݑ݀			,				 ൌ ݐ݀ݐݏ݋3ܿ ⇒ cos ݐ݀	ݐ ൌ
ݑ݀
3
 

ൌ
1
9
ቌ
ݑ
ଷ
ଶ

3
2

െ
ݑ5

ଵ
ଶ

1
2

ቍ ൅ ܿ ൌ
2
27

ሺ3ݐ݊݅ݏ ൅ 5ሻ
ଷ
ଶ െ

10
9
ሺ3ݐ݊݅ݏ ൅ 5ሻ

ଵ
ଶ ൅ ܿ 

   
Example 12: Evaluate the integral 
 

න
tan2ݔ

√secଶ ݔ2 െ 4	
 ݔ݀

Solution 

න
tan ݔ2

√secଶ ݔ2 െ 4	
ݔ݀ ൌ න

sec ݔ2 tan ݔ2

sec secଶ√	ݔ2 ݔ2 െ 4	
 ݔ݀

 
ݑݐ݈݁ ൌ sec ݑ݀				,	ݔ2 ൌ 2 sec ݔ2 tan  ݔ݀	ݔ2
 

ൌ
1
2
න

ݑ݀

ଶݑ√ݑ െ 4	
ൌ
1
2
∙
1
2
secିଵ ቚ

ݑ
2
ቚ ൅ ܿ ൌ

1
4
secିଵ ฬ

sec ݔ2
2

ฬ ൅ ܿ 

 
 
 
Example 13: Evaluate the integral 
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න
ݔ݀

ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔ ൅ ሺtanିଵ ሻଶሻݔ
 

Solution 

ݑ	ݐ݈݁ ൌ tanିଵ ݑ݀			,ݔ ൌ
ݔ݀

1 ൅ ଶݔ
 

න
ݔ݀

ሺ1 ൅ ଶሻሺ1ݔ ൅ ሺtanିଵ ሻଶሻݔ
ൌ න

ݑ݀
1 ൅ ଶݑ

ൌ tanିଵ ݑ ൅ ܿ ൌ tanିଵሺtanିଵ ሻݔ ൅ ܿ 

 
 
Example 14: Evaluate the integral 
 

න
sin ݔ

16 ൅ cosଶ 	ݔ
 ݔ݀

Solution 

ݑ	ݐ݈݁ ൌ cos ݑ݀			,ݔ ൌ െ sin ݔ  ݔ݀	
 

න
sin ݔ

16 ൅ cosଶ 	ݔ
ݔ݀ ൌ න

െ݀ݑ
16 ൅ ଶݑ

ൌ െ
1
4
tanିଵ ቀ

ݑ
4
ቁ ൅ ܿ ൌ െ

1
4
tanିଵ ቀ

ݔ	ݏ݋ܿ
4

ቁ ൅  ࢉ

 
 
Example 15(Completing the Square): Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀

ݔ8√ െ 	ଶݔ
 

Solution 

ݔ8 െ ଶݔ ൌ െሺݔଶ െ ሻݔ8 ൌ െሺݔଶ െ ݔ8 ൅ 16 െ 16ሻ ൌ െሺݔଶ െ ݔ8 ൅ 16ሻ ൅ 16 ൌ 16 െ ሺݔ െ 4ሻଶ 

න
ݔ݀

ݔ8√ െ 	ଶݔ
ൌ න

ݔ݀

ඥ16 െ ሺݔ െ 4ሻଶ
ൌ න

ݑ݀

√ܽଶ െ 	ଶݑ
ൌ sinିଵ ቀ

ݑ
ܽ
ቁ ൅ ܿ ൌ sinିଵ ൬

ݔ െ 4
4

൰ ൅ ܿ 

 

Example 16: Evaluate the integral 
 

න
ݔ݀

ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 5
 

Solution 

ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 5 ൌ ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 1 ൅ 4 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 4 

න
ݔ݀

ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 5
ൌ න

ݔ݀
ሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ 4

ൌ
1
2
tanିଵ ൬

ݔ ൅ 1
2

൰ ൅ ܿ 

Example 17(Expanding a Power and Using a Trigonometric Identity): Evaluate the integral 
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නሺsec ݔ ൅ tan ሻଶݔ  ݔ݀

Solution 

නሺsec ݔ ൅ tan ሻଶݔ ݔ݀ ൌ නሺsecଶ ݔ ൅ 2 sec ݔ tan ݔ ൅ tanଶ ሻݔ  	ݔ݀

ൌ නsecଶ ݔ݀	ݔ ൅ 2නsec ݔ tan ݔ ݔ݀ ൅ න tanଶ  ݔ݀	ݔ

ൌ නsecଶ ݔ݀	ݔ ൅ 2නsec ݔ tan ݔ ݔ݀ ൅ නሺsecଶ ݔ െ 1ሻ݀ݔ 

ൌ ݔ݊ܽݐ ൅ 2 sec ݔ ൅ ݔ݊ܽݐ െ ݔ ൅ ܿ ൌ 2 tan ݔ ൅ 2 sec ݔ െ ݔ ൅ ܿ 
 
Example 18: Evaluate the integral 
 

නsinଶ ቀ
ݔ
2
ቁ  ݔ݀

Solution 

නsinଶ ቀ
ݔ
2
ቁ ݔ݀ ൌ

1
2
නሺ1 െ cos ሻݔ ݔ݀ ൌ

1
2
ሺݔ െ sin ሻݔ ൅ ܿ 

 
Example 19: Evaluate the integral 
 

නcosସ 	ݔ2  ݔ݀

Solution 

නcosସ 	ݔ2 ݔ݀ ൌ න൬
1 ൅ cos ݔ4

2
൰
ଶ

ݔ݀ ൌ
1
4
නሺ1 ൅ 2 cos ݔ4 ൅ cosଶ ሻݔ4  ݔ݀

ൌ
1
4
൬ݔ ൅

1
2
ݔ4݊݅ݏ ൅

1
2
නሺ1 ൅ cos ሻݔ8 ൰ݔ݀ ൌ

ݔ
4
൅
1
8
sin ݔ4 ൅

ݔ
8
൅
1
64

sin ݔ8 ൅ ܿ 

 
Example 20: Evaluate the integral 
 

නsinଷ 	ݔ2  ݔ݀

Solution 

 ൌ ሺ1׬ െ cosଶ ሻݔ2 sin ݔ2 ݔ݀ ൌ ׬ sin ݔ2 ݔ݀ െ ׬ cosଶ ݔ2 sin 	ݔ2 ݔ݀ ൌ
ଵ

ଶ
cos ݔ2 ൅ ଵ

ଶ
∙ ୡ୭ୱ

య ଶ௫

ଶ
൅ ܿ 

 
Example 21: Evaluate the integral 
 

නsecସ ቀ
ݔ
2
ቁ	  ݔ݀

Solution 
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ൌ නሺ1 ൅ tanଶ
ݔ
2
ሻ secଶ

ݔ
2
ݔ݀ ൌ නsecଶ

ݔ
2
ݔ݀ ൅ න tanଶ

ݔ
2
secଶ

ݔ
2
ݔ݀ ൌ 2 tan

ݔ
2
൅ 2 ∙

tanଷ 2ݔ
3

൅ ܿ 

 

Products of Sines and Cosines 

The integrals 

නsin ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ 																	න cos ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ 														න sin ݔܽ sin  ݔ݀		ݔܾ

arise  in many places where trigonometric functions are applied to problems  in mathematics and 

science. We can evaluate these  integrals through  integration by parts, but two such  integrations 

are required in each case. It is simpler to use the identities 

නsin ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺsinሺܽ െ ܾሻݔ ൅ sinሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ  ݔ݀

නcos ݔܽ cos ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺcosሺܽ െ ܾሻݔ ൅ cosሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ  ݔ݀

නsin ݔܽ sin ݔ݀		ݔܾ ൌ
1
2
නሺܿݏ݋ሺܽ െ ܾሻݔ െ ݏ݋ܿ 	ሺܽ ൅ ܾሻ ሻݔ 	ݔ݀

 

Example 22: Evaluate the integral 
 

නsin ቀ
ݔ
2
ቁ cos ݔ  ݔ݀

Solution 

ൌ
1
2
൬න sin ൬

1
2
െ 1൰ ݔ ݔ݀ ൅ නsin ൬

1
2
൅ 1൰ ݔ ൰ݔ݀ ൌ

1
2
න sin ቀെ

ݔ
2
ቁ݀ݔ ൅

1
2
නsin ൬

ݔ3
2
൰  ݔ݀

ൌ cos	 ቀ
ݔ
2
ቁെ

1
2
∙
2
3
cos ൬

ݔ3
2
൰ ൅ ܿ 

 
Example 23: Evaluate the integral 

න
ݔ݀

1 ൅ cos ݔ
 

Solution 

න
ݔ݀

1 ൅ cos ݔ
ൌ න

1
1 ൅ cos ݔ

∙
1 െ cos ݔ
1 െ cos ݔ

ݔ݀ ൌ න
1 െ cos ݔ
sinଶ ݔ

ݔ݀ ൌ න
1

sinଶ ݔ
െ න

ݔ	ݏ݋ܿ
sinଶ ݔ

 ݔ݀

 

ൌ නcscଶ ݔ െ නcot ݔ csc ݔ ൌ െcot ݔ ൅ csc ݔ ൅ ܿ 

Example 24: Evaluate the integral 
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න√1 െ sin 	ݔ  ݔ݀

Solution 

න√1 െ sin 	ݔ ∙
√1 ൅ sin 	ݔ

√1 ൅ sin 	ݔ
ݔ݀ ൌන

cos ݔ

ሺ1 ൅ sin ሻݔ
ଵ
ଶ

ݔ݀ ൌ
ሺ1 ൅ sin ሻݔ

ଵ
ଶ

1
2

൅ ܿ 

 

Example25 : Evaluate the integral  

න √1 ൅ cos ݔ4 ݔ݀
గ/ସ

଴
 

Solution 

To eliminate the square root try to use the following identities 

cosଶ ݔ ൌ
1 ൅ cos ݔ2

2
⇒ 2cosଶ ݔ ൌ 1 ൅ cos  ݔ2

Then  

1 ൅ cos ݔ4 ൌ2cosଶ  ݔ2

න √1 ൅ cos ݔ4 ݔ݀
గ/ସ

଴
ൌ න ඥ2 cosଶ ݔ2 ݔ݀

గ/ସ

଴
ൌ √2න cos ݔ2 ݔ݀

గ/ସ

଴
ൌ √2 ൤

sin ݔ2
2

൨
଴

గ/ସ

ൌ
√2
2
 

 
 
 
Example 26(Reducing an Improper Fraction): Evaluate the integral 
 

න
ଶݔ3 െ ݔ7
ݔ3 ൅ 2

 ݔ݀

Solution 

ଶݔ3 െ ݔ7
ݔ3 ൅ 2

ൌ ݔ െ 3 ൅
6

ݔ3 ൅ 2
 

 

න
ଶݔ3 െ ݔ7
ݔ3 ൅ 2

ݔ݀ ൌ න൬ݔ െ 3 ൅
6

ݔ3 ൅ 2
൰݀ݔ 

 

ൌ
ଶݔ

2
െ ݔ3 ൅ 2 ln|3ݔ ൅ 2| ൅ ܿ 

 
 
 
Example 27: Evaluate the integral 

ଶݔ3 െ  ݔ7
ݔ3 ൅ 2 

ݔ െ 3

ଶݔ3 ൅ ݔ2

െ9ݔ

െ9ݔ െ 6

6 

ସݔ ൅ ଶݔ3 െ 5 
ଶݔ ൅ 4 

ଶݔ െ 1

ସݔ ൅  ଶݔ4

ଶݔ 5
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න
ସݔ ൅ ଶݔ3 െ 5

ଶݔ ൅ 4	
 ݔ݀

Solution 

න
ସݔ ൅ ଶݔ3 െ 5

ଶݔ ൅ 4	
ݔ݀ ൌ න൬ݔଶ െ 1 ൅

െ1
ଶݔ ൅ 4

൰݀ݔ 

 

ൌ
ଷݔ

3
െ ݔ െ

1
2
	tanିଵ ቀ

ݔ
2
ቁ ൅ ܿ 

 
 
 
Example 28(Separating a Fraction)  : Evaluate the integral 

න
ݔ3 ൅ 2

√1 െ 	ଶݔ
 ݔ݀

Solution 

න
ݔ3 ൅ 2

√1 െ 	ଶݔ
ݔ݀ ൌ 3න

ݔ

√1 െ 	ଶݔ
ݔ݀ ൅ 2න

ݔ݀

√1 െ 	ଶݔ
ൌ െ3

√1 െ 	ଶݔ

2 ∙ 12

൅ 	2 sinିଵ ݔ ൅ ܿ 

 
 

Trigonometric Substitutions: 
 

1ሻ ܽଶ െ ଶݑ ⟹ ݑ	ݐ݈݁		 ൌ a	sin  ߠ
2ሻ ܽଶ ൅ ଶݑ ⟹ ݑ	ݐ݈݁		 ൌ ܽ tan  ߠ
3ሻ ݑଶ െ ܽଶ ⟹ ݑ	ݐ݈݁		 ൌ ܽ sec  ߠ

Example 29: Evaluate the integral 

න
ݔ݀

ሺ4 െ ଶሻݔ
ଷ
ଶ

	 . 

Solution 

ݔ	ݐ݈݁ ൌ sin                                              ߠ݊݅ݏ	2 ߠ ൌ ௫

ଶ
		 

ݔ݀ ൌ 2 cos  		ߠ݀	ߠ
																																																							 
 
 
 

ൌ ׬
ଶୡ୭ୱఏ	

ሺସିସୱ୧୬మ ఏሻ
య
మ
ߠ݀ ൌ

ଶ

଼
׬

ୡ୭ୱఏ

ୡ୭ୱయ ఏ
ߠ݀ ൌ

ଵ

ସ
׬ secଶ ߠ ߠ݀ ൌ

ଵ

ସ
tan ߠ ൅ ܿ ൌ

ଵ

ସ
∙

௫

√ସି௫మ	
൅ ܿ  

 
 
Example 30: Evaluate the integral 

 ݔ

ඥ4 െ  ଶݔ

2
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න
ݔ݀

ሺݔଶ ൅ ݔ2 െ 3ሻ
ଷ
ଶ

	. 

Solution 

ଶݔ ൅ ݔ2 െ 3 ൌ ଶݔ ൅ ݔ2 ൅ 1 െ 1 െ 3 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻଶ െ 4 
 
ݔ	ݐ݈݁ ൅ 1 ൌ 2 sec  								ߠ
ݔ݀		           ൌ 2 sec ߠ tan  		ߠ

	 
 

	ൌ න
ݔ݀

ሺሺݔ ൅ 1ሻଶ െ 4ሻ
ଷ
ଶ

ൌ න
2 sec ߠ tan ߠ݀	ߠ

ሺ4 secଶ ߠ െ 4ሻ
ଷ
ଶ

ൌ
2
8
න
sec ߠ tan ߠ
tanଷ ߠ

ߠ݀ ൌ
1
4
න

1
cos ߠ
sinଶ ߠ
cosଶ ߠ

 ߠ݀

 

ൌ
1
4
න
cos ߠ
sinଶ ߠ

ߠ݀ ൌ
1
4
නcsc ߠ cot ߠ ߠ݀ ൌ െ

1
4
csc ߠ ൅ ܿ ൌ

െሺݔ ൅ 1ሻ

4ඥሺݔ ൅ 1ሻଶ െ 4	
൅ ܿ 

 
Example 31: Evaluate the integral 

න
ݔ݀

ሺݔଶ െ ݔ2 ൅ 2ሻ
ଷ
ଶ

		 . 

Solution 

ଶݔ െ ݔ2 ൅ 2 ൌ ଶݔ െ ݔ2 ൅ 1 ൅ 1 ⟹ ሺݔ െ 1ሻଶ ൅ 1	 
ݔ	ݐ݈݁					 െ 1 ൌ tanߠ																																																 
ݔ݀									        ൌ secଶ      		ߠ݀	ߠ

      

න
secଶ ߠ

ሺtanଶ ߠ ൅ 1ሻଷ/ଶ	
ߠ݀ ൌ න

secଶ ߠ
secଷ ߠ

ߠ݀ ൌ න
1

sec ߠ
ߠ݀ ൌ නcos ߠ ߠ݀

ൌ sin ߠ ൅ ܿ ൌ
ݔ െ 1

ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ 1
൅ ܿ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ඥሺݔ ൅ 1ሻଶ െ 4

2

ݔ ൅ 1 

ݔ െ 1 

1

ඥሺݔ െ 1ሻଶ ൅ 1 
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